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Predgovor drugome izdanju. 

Ovo drugo izdanje svoje „Geometrije za više razrede srednjih 
učilišta 11 ' priredio sam đjelimice po knjizi dra. Franja Hočevara, 
„Lehrbuch der Geometrie 11 , i to po 5. izdanju za velike gimna¬ 
zije (Beč, 1904.) i po izdanju za velike realke (Beč, 1890.). 

Na takvu preinaku prvoga izdanja ponukaše me ponajviše 
ocjene toga "izdanja, što su izašle u . „Nastavnom Vjesniku 
(Zagreb, 1899. i 1900.) i u „Školskom Vjesniku 11 (Sarajevo 1,901.). 

Uz knjige dra. F. Hočevara upotrebljavao sam također 23. 
izdanje Močnikove knjige „Lehrbuch der Geometrie fur die oberen 
Klassen der Realschulen 11 (Beč, 1903.), priređeno od I. Spiel- 
rnanna, pa'knjige „Geometrie pro vyššl školy realne 11 (Piag, 
1893.) od A. Strnada, „Metliodisches Lehrbuch der Elementar- 
Mathematik 11 ' (Leipzig, 1894. i 1895.) od dra. G. Holzmullera i 
..Lehrbuch der Geometrie fur die oberen Classen der Mittel- 
scliulen" (Brno 1894.) od J. Gajdeczke. Ujedno sam upotre¬ 
bljavao hrvatsko izdanje „Aritmetike i algebre za više razrede 
srednjih škola 11 ođ dr. F. Hočevara (preveo dr. V. Varićak), i to 
kod onih paragrafa, u kojima se u obadvije knjige gotovo ista 
građa obrađuje. 

Dr. ])■ Segen. 


Uvod, 


§ 1. Geometrija. Geometrijske tvorevine, a) Geometrija 
(doslovce prevedeno: zemljomjerstvo) jest nauka o prostornim ili 
geometrijskim tvorevinama. Pod tim tvorevinama razumijevamo 
geometrijska tjelesa, plohe, crte i tačke.. 

Prostor, koji je' posve omeđen,, zove se geometrijsko 
tijelo. Do pojma o geometrijskom tijelu doći ćemo, kad pomi¬ 
šljamo, da su kojem prirodnom ili fizičnom tijelu oduzeta sva 
svojstva osim ova dva: oblik i veličina. 

Međe tjelesa zovu se plohe, međe ploha zovu se crte, 
međe crta zovu se tačke. 

b) Pojam o geometrijskim tvorevinama možemo također do¬ 
biti, ako počnemo s tačkom. Tačku treba pomišljati bez ikakve 
istege ili dimenzije. Ako se tačka _ neprekidno miče, pre- 
valjeni je put crta, a kaže se, da tačka opisuje tu crtu. Crta ima 
samo jednu dimenziju, i to dužinu. 

Miče li se crta, ona uopće izvađa ili opisuje plohu. Ploha 
ima dvije dimenzije: jednu naime uzduž svake crte, koja je u 
plohi, drugu na obje strane te crte; te se dimenzije zovu du¬ 
žina i širina. Miče li se omeđena ploha, ona uopće izvađa 
ili opisuje tijelo. Tijelo ima tri dimenzije, jer k dimenzijama 
(dužini i- širini) svake plohe, koja je u tijelu, dolazi još i treća 
dimenzija na obje strane te plohe; ta se treća dimenzija zove 
visina (debljina, đubljina). 

c) Može se pomišljati, da svaka prostorna tvorevina postoji 
u pi'ostoru sama o sebi nezavisno od druge prostorne tvorevine, 
koju ona posve ili djelomice omeđuje, a i od tvorevine, koja je 
svojim micanjem opisuje. Možemo na pr. promatrati plohu samu 
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o sebi, ne obazirući se na tijelo, kojemu je ta ploha međa ili dio 
međe, ni na crtu, koja je svojim micanjem opisuje. Analogno i 
vrijedi za crtu i tačku. 

d) Svaku prostornu tvorevinu možemo dijeliti na beskonačno 
mnogo dijelova (izuzeta je samo tačka) i svaki je dio opet pro¬ 
storna tvorevina iste vrste, t. j. svaki i najmanji dio crte jest crta, 
svaki dio plohe ili tijela jest ploha, odnosno tijelo. 

e) Ako se dvije prostorne tvorevine dadu tako sastaviti, da 
se svaka tačka jedne sastaje s jednom tačkom druge (ili kraće : 
da jedna tvorevina posve pokrije drugu), onda se tvorevine zovu 
sukladne (kongruentne). Sukladne tvorevine imaju dakle 
jednaki oblik i jednaku veličinu, pa se razlikuju samo utoliko, što 
su na različnim mjestima u prostoru. Prostorne tvorevine zovu 
se jednake, kad imaju jednaku veličinu, slične, kad imaju je¬ 
dnaki oblik. Jednakost i sličnost istumačit će se izbliže poslije. 
Jednakost prostornih tvorevina A i JB označujemo ovako: A = B, 
sličnost ovako: A oo B, sukladnost ovako : A^B. 

f) Prostome su tvorevine samo pojmovi i ne mogu se tvarno 
izvesti, no ipak ih možemo fizičnim tjelesima (modelima) ili crte¬ 
žima (likovima, figurama) predočiti. Gesto se pod figurom 
razumijeva sama prostorna tvorevina ili više njih, koje zajedno 
pripadaju. 

§ 2. Općena objašnjenja, a) Pojmovi, koji se uvode u 
geometriju, ili su osnovni pojmovi, t. j. takvi, o kojima mo¬ 
žemo pretpostaviti da su sami po sebi jasni, ili su izvedeni 
(složeni) pojmovi, koje treba definirati. 

Definicija navada, kojoj općenijoj vrsti pojmova pripada 
neki pojam i po kojima se oznakama on razlikuje od pojmova 
iste vrsti (realna definicija); ili ona kazuje, kojim se načinom 
može neki pojam izvesti iz drugih pojmova (genetična definicija): 

b) Sudovi geometrije sadržani su u aksiomima i po¬ 
li č c i m a. 

Aksiomi ili osnovni poučci jesu sudovi, koji se ne¬ 
posredno spoznaju kao istiniti, pa stoga niti možemo niti tre¬ 
bamo njihovu istinitost dokazati, t. j. izvoditi iz stavaka, za 
koje već znademo da su istiniti. 

Poučci (teoremi) su sudovi, kojima se istinitost mora 
utvrditi dokazima. Poučak se sastoji od dva dijela: pivi je 
dio pretpostavka (hypothesis), drugi je tvrdnja (thesis). 


Pretpostavka navodi uvjete, pod kojima ima postojati sud, koji 
je izrečen tvrdnjom i koji treba dokazati. 

c) t Dokaz može biti ili dir ektan ili indirektan. Dokaz 
je direktan, kad se izvodi tvrdnja iz pretpostavke i iz poučaka, 
za koje smo već saznali da su istiniti. 

Dokaz je indirektan, kad se utvrđuje, da bi protivno od 
o’noga, što se tvrdi, dovelo do protivurječja ili s pretpostavkom 
ili s već dokazanim poučcima, pa stoga ne može biti. 

Poučak se zove posljedak, kad njegova istinitost izlazi 
neposredno iz drugoga poučka. 

Kaže se, da je poučak obrat drugoga nekog poučka, kad 
on njegovu tvrdnju ima za pretpostavku, a pretpostavku za tvr¬ 
dnju. Kad se pretpostavka ili tvrdnja sastoji od više dijelova, 
onda je moguće izvesti više obrnutih poučaka. Obrat poučka 
nije uvijek ispravan, već treba svagda njegovu istinitost dokazati. 

d) U naučni postupak geometrije spadaju također kon¬ 
struktivni i računski zadaci. 

Konstruktivni zadatak zahtijeva, da prema zadanim uvje¬ 
tima crtamo (konstruiramo) geometrijski lik (figuru). Oni kon¬ 
struktivni zadaci, za koje je očigledno, kako ih treba izraditi, i 
koji se ne mogu svesti na jednostavnije. zadatke, zovu se po¬ 
stulati. 

Računski geometrijski zadaci osnivaju se na tom, da se 
mogu veličine omeđenih geometrijskih tvorevina izraziti s pomoću 
brojeva; prema tome se u takvim zadacima zahtijeva, da se iz 
brojeva, koji određuju veličine zadanih prostornih tvorevina, izra- 
čunaju veličine drugih prostornih tvorevina, kojima su veličine za¬ 
visne od veličina zadanih prostornih tvorevina. 

§ 3. Pravac. Pojam o pravcu je osnovni pojam te se ne 
može objasniti, već se uzima, da je taj pojam poznat. 0 svakom 
pravcu pomišljamo da je neomeđen. 

a) Pravac je svakom svojom tačkom podijeljen na dva polu- 
omeđena pravca ili zrake, a za te se zrake kaže da jedna pot- 
punjava drugu na pravac. Dvjema tačkama omeđen 'dio pravca 
zove se dužina (segment pravca). Dužina AJ3, kojoj su A i B 
međašnje ili krajnje tačke, određuje daljinu ili razmak tih 
tačaka. 

b) Ako se tačka miče pravcem od neke njegove tačke (is¬ 
hodišta), kaže se, da ona za micanja pridržava isti smjer; kad 


se ona miče istim pravcem natrag k svomu ishodištu, kaže se, 
da se ona miče u smjeru, koji je suprotan smjeru prvoga 
micanja. Svaki pravac određuje dakle dva suprotna smjera. 

c) Ako dva pravca imaju dvije zajedničke tačke, 
ti se pravci posve sudaraju. 

To je aksiom o pravcu; on se može također izreci 
ovako: položaj je pravca određen dvjema tačkama. 

Pravac, koji se dvjema tačkama dade potegnuti, zove se sa¬ 
stavnica tih tačaka. 

Iz prethodnoga aksioma o pravcu izlazi, da se pravac u 
sebi može pomicati. Pravac se označuje dvjema slovima, k°j a ' 
stoje uz kojegod dvije njegove tačke; zraka se također označuje 
dvjema slovima, od kojih prvo stoji uz krajnju tačku, drugo uz 
kojugod drugu tačku zrake. Gesto se pravac i dužina označuju 
samo jednim slovom, na pr. pravac a , dužina v. / 

d) Ako dva pravca imaju samo jednu zajedničku tačku, 
dijeli ona svaki pravac na dvije zrake, koje su na različnim . 
stranama drugoga pravca. Stoga se kaže, da se oba pravca sij eku, 
a njihova zajednička tačka zove se sjecište tih pravaca ili 
podnožište jednoga pravca u drugom. 

Sa svake tačke prostora može se potegnuti beskonačno 
mnogo zraka; skup svih tih zraka zove se prostorni pramen 
zraka, a njihova zajednička tačka zove se vrh pramena. 

ej Ako se tačka miče i neprestano mijenja smjer svo¬ 
jega micanja, ona opisuje krivulju. Nijedan dio krivulje nije 
upravan. 

Crta, što je sastavljena od dužina, koje nijesu u istom 
pravcu, zove se slomljena crta. 

Crta se zove zatvorena, ako se tačka, koja je svojim 
micanjem opisuje, povraća u svoje ishodište; inače se crta zove 
otvorena. 

§ 4-. Ravnina. Pojam o ravnini osnovni je pojam te se ne 
može objasniti, već se pretpostavlja kao poznat. 0 ravnini treba 
uvijek pomišljati da je posve neomeđena. 

a) Ako pravac ima s ravninom dvije zajedničke 
tačke, on je sasvim u toj ravnini. To je aksiom o ra¬ 
vnini. 

Posljedak. U ravnini se može sa svake njezine tačke 
potegnuti beskonačno mnogo zraka; skup svih tih zraka zove se 


ravni pramen zraka ili ukratko pramen zraka, a zajednička 
tačka zove se vrh pramena. 

b) Ako pravac ima s ravninom samo jednu zajedničku 
tačku, onda ova tačka dijeli pravac na dvije zrake, koje su na 
različnim stranama ravnine. U tom se slučaju kaže, da ravnina si¬ 
je č e pravac ili da pravac zgađa ravninu. Zajednička tačka zove 
se sjecište pravca s ravninom ili podnožište pravca u ra¬ 
vnini. 

c) S pomoću aksioma o ravnini dokazuju se ova dva po¬ 
učka o ravninama (dokazi su saveza radi u § 120., a i b): 

1. Ako dvije ravnine imaju tri zajedničke tačke, 
koje nijesu u istoin pravcu, ravnine se posve po¬ 
krivaju. 

Otud izlazi, da je ravnina određena trima tačkama, koje 
nijesu u istom pravcu, i da se ravnina u sebi dade pomicati. 

2. Ako dvije ravnine imaju zajedničku tačku, 
one moraju imati zajednički pravac, koji je pote¬ 
gnut tom tačkorn, no izvan toga pravca one nemaju 
zajedničkih tačaka. 

U tom slučaju dijeli taj zajednički pravac svaku ravninu 
na dvije poluomeđene ravnine, koje su na različnim stranama 
druge ravnine. Kaže se stoga, da se ravnine sijeku u zaje¬ 
dničkom pravcu, a on se zove njihova sjecišnica. 

d) Ploha se zove obla ili kriva, kad nije nijedan nje¬ 
zin dio ravan. 

§ 5. Razdioba geometrije. Nauka o geometrijskim tvorevi¬ 
nama u ravnini zove se geometrija ravnine; ona se dijeli 
na tri dijela, koji se zovu: planimetrija, ravna trigono¬ 
metrija i analitična geometrija ravnine. Nauka o geo¬ 
metrijskim tvorevinama, koje nijesu u istoj ravnini, zove se geo¬ 
metrija prostora; ona se dijeli također na tri dijela, koji se 
zovu stereometrija, sfer na trigonomet rij a i analitična 
geometrija prostora. 
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Planimetrija. 


I. Odsječak. 

Svojstva figura. Simetrija i sukladnost. 

Dužine. 

§ 6. Računske operacije s dužinama. S dužinama se može 
postupati kao s matematičnim veličinama, t. j. dvije se dužine 
mogu i s p o r e đ i v a t i, zbrojiti, j edna se može od druge odbiti; 
onda se može dužina p omnogostručiti, podijeliti i tako¬ 
đer mjeriti drugom dužinom. 

Dvije su dužine jednake (i ujedno sukladne), kad se mogu 
tako sastaviti, da se sastanu njihove krajnje tačke, dakle i sve 
druge među ovima. 

Dvije se dužine zbroje, kad se u istom pravcu prenese 
jedna do druge tako, da se jedna krajnja tačka prve sastane s 
jednom krajnjom tačkom druge. Daljina drugih krajnjih tačaka 
jest zbroj (suma) obiju dužina. 

Odatle izlazi, kako treba dužinu pomnožiti neimenova¬ 
nim cijelim brojem, t. j. po mnogo str učiti. 

Dužina se odbije od dužine, kad se u istom pravcu pre¬ 
nese jedna n a drugu tako, da se jedna krajnja tačka prve sastane 
s jednom krajnjom tačkom druge. Daljina drugih krajnjih tačaka 
zove se razlika (diferencija) tih -dužina. Kod toga preno-' 
šenja razabiramo ujedno, da je ona dužina manja, kojoj kraj¬ 
nja tačka padne među krajnje tačke druge dužine (ili ukratko: 
koja pokriva samo dio druge dužine). Piše se: AB < CD (čitaj: 

AB je manje od CD) i ujedno CD > AB (čitaj: CD je veće 
od AB). 1 


Ako je suptrahend veći od minuenda, može se odbijanje 
izvesti samo onda, ako se dužine uzimaju kao relativne veli¬ 
čine. Zato ćemo ustanoviti, da je od oba smjera, što su odre¬ 
đena pravcem, u kojem su dužine, jedan pozitivan, a suprotni 
negativan. Tada je dužina AB pozitivna ili negativna, već 
prema tome, da li se tačka miče u pozitivnom ili negativnom 
smjeru, kad ona počevši od ishodišta A opisuje tu dužinu. 

U planimetriji i stereometriji uzimaju se dužine redovno 
kao apsolutne veličine, ako nije izrijekom drukčije određeno. 

Dužinu podijeliti neimenovanim cijelim brojem (razdije¬ 
liti na jednake dijelove) reći će odrediti dužinu, koja pomnožena 
tim brojem daje za umnožak zadanu dužinu. 

Dužinu raspoloviti reći će podijeliti je na dva jednaka 
dijela; djelište se zove sredina ili polovište dužine. 

Izmjeriti dužinu reći će pronaći neimenovani broj, koji 
kazuje, koliko se puta mora jedinica dužine staviti kao pri- 
brojnik, da se zadana dužina dobije za zbroj (ili koliko je puta 
jedinica sadržana u zadanoj dužini); taj broj zove se mjerni 
broj zadane dužine s obzirom na uzetu jedinicu. 

Jedinica za mjerenje dužina jest metar (m). Metar se di¬ 
jeli na 10 decimetara (dm), po 10 centimetara (cm), po 10 mi¬ 
limetara (mm). 1.000 m je kilometar (hm), 10.000 m je mirija- 
rnetar (l im). 

' Kutovi. 

§ 7. Definicija kuta. Računske operacije s kutovima. 

a) Jesu li u ravnini dvije zrake sa zajedničkom krajnjom tačkom, 
onda se veličina vrtnje, što je mora jedna zraka B 

izvesti u toj ravnini oko zajedničke tačke, da 
dospije u položaj druge, zove kut obiju zraka. 

Obje zrake zovu se krakovi, njihova zajednička 
tačka zove se vrh kuta; dio ravnine, što je između 
krakova i u kojem se vrtnja izvršivala, zove se Lik p 
kutna ravnina. 

Kut (lik 1.) označujemo kutnim znakom<£ i i- jednim slovom, 
koje je kod vrha ili među krakovima blizu vrha, na pr. <C O ili 
<K a; 2. dvjema slovima, koja označuju krakove, na pr. $j(ab ili ta¬ 
kođer (ab ); 3. trima slovima, od kojih je srednje kod vrha, 

ostala dva gdjegod kod krakova, na pr. <£AOB. Kutni se znak 
izostavlja, kad je izvan sumnje, da oznaka znači kut. 
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^ ® žutima možemo također postupati kao s matematičnim 
veličinama, t. j. dva se kuta mogu i spo redi vati, zbrojiti, 
jedan se može od drugoga odbiti; onda se kut može pomno- 
gost r učit i, dijeliti i drugim kutom mjeriti. 

Dva su kuta jednaka, ako se kutna ravnina jednoga može 
položiti 11 a kutnu ravninu drugoga tako, da se krakovi obaju ku¬ 
tova posve pokriju, ili ukratko: da jedan kut. posve pokrije drugi 

Dva se kuta zbroje, kad se njihove kutne ravnine polože 
u istu ravninu, i to jedna do druge tako, da se vrhovi kutova 
sastaju i da jedan krak prvoga pokrije jedan krak drugoga. Onaj 
kut, što ga čine drugi krakovi i kojeg'a kutna ravnina sadržava 
zajednički krak, jest zbroj (suma) zadanih kutova. Odatle izlaz i 
neposredno, kako treba kut pomnogostručiti. 

Kut se odbije od kuta, ako se kutna ravnina jednoga 
položi na kutnu ravninu drugoga tako, da se vrhovi sastaju i 
da jedan krak jednoga pokrije jedan krak drugoga. Onaj kut, 
što ga čine drugi krakovi i kojega kutna ravnina ne sadržava 
zajednički krak, jest razlika (diferencija) zadanih kutova. Ta¬ 
kvim se postupkom također saznade, da li je koji kut veći 
ili manji (> ili <) od drugoga. 

- Odbijanje kutova može se izvesti također onda, kad je sup- 
trahend veći od minuenđa, no tada treba uzeti, da su kutovi 
relativne veličine. Zato ćemo ustanoviti, da je vrtnja zrake - 
oko njezine krajnje tačke pozitivna ili negativna, već 
prema tome, da li je ta vrtnja suprotna od one, što je izvodi 
kazaljka ure, ili nije. Tada je kut (ab) pozitivan ili negativan, 
već prema tome, da li se zraka mora vrtjeti u pozitivnom ili 
negativnom smislu, da ona od početnog položaja a dospije u 
položaj b. 

U planimetriji i stereometriji uzimat ćemo kutove samo kao 
apsolutne veličine, t. j. ne ćemo se obazirati na suprotivnost iz¬ 
među obiju vrtnja u ravnini oko koje tačke. 

Kut p 0 dij eliti neimenovanim cijelim brojem reći će odre¬ 
diti kut, koji pomnožen tim brojem daje za umnožak zadani kut. 
Zraka, koja zadani kut raspolavlja, t. j. dijeli na dva jednaka 
kuta, zove se njegova raspolovnica. 

§ 8. Trste kutova, a) Ako se zraka vrti u ravnini oko 
svoje krajnje tačke, dok ne dospije u svoj prvobitni položaj, 
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tada ona opisuje potpunu vrtnju ili 
pun kut. Oba se kraka puna kuta 
pokrivaju 1 . Odatle izlazi: 

Svi s u p un i ku t o v i j e d n a k i. 

b) Kut, kojemu se krakovi me¬ 
đusobno potpunjavaju na pravac, zove 
se spružejn kut, na pr. AOB 
(lik 2.). 

1. Svi su spruženi kutovi 
jednaki. Ako se naime spružen kut JD 

AOB položi na spružen kut A 1 0 1 B 1 Lik 2. 

tako, da krak OA pokrije krak 0 1 A 1 , 
pokrivat će se također krakovi OB i 0 1 B V 

2. Spružen je kut polovina puna kuta, jer zbroj 
dvaju spruženih kutova jest pun kut. 

c) Kut se zove konkavan, kad je manji od spružena 
kuta, a konveksan, kad je veći od njega, na pr. AOF , AOC 
(lik 2.) su konkavni kuti, AOJD je konveksan. Svakom konka¬ 
vnom kutu pripada konveksni kut, koji ima iste krakove (dakle 
i isti vrh), no ipak se pod kutom dviju zraka razumijeva njihov 
konkavni kut, ako nije izrijekom protivno određeno. 

d) Polovina spružena kuta zove se pravi kut, na pr. AOE 

(lik 2.). " 

Svi su pravi kutovi jednaki. Budući da su naime svi 
spruženi kutovi jednaki, jednake su i njihove polovine, t. j. pravi 
kutovi. 

Pravi se kut često označuje slovom B\ dakle je spružen 
kut = 2 B, pun kut = 4 B. 

ej Kut, koji je manji od pravoga, zove se šiljast, na pr. 
AOF (lik 2.); kut, koji je veći od pravoga kuta no manji od 
spruženoga, zove se tujr, na pr. AOC (lik 2.). Šiljasti i tupi 
kutovi zovu se zajedničkim imenom kosi. kutovi. 

Dodatak. Ako se zraka vrti u ravnini oko svoje krajnje 
tačke 0 od položaja OA (lik 2.) do nekog položaja OC, pa 
izvodi li ona od položaja OC još n potpunih vrtnja u pozitivnom 
ili negativnom smislu, tada ona nakon svake potpune vrtnje 
ponovo dospijeva do položaja OC, pa se kaže, da je ona nakon 
n potpunih vrtnja opisala kut AOC ± n. 4 B. 
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U daljnim promatranjima uzimat ćemo takve kutove samo 
onda, kad to bude izrijekom istaknuto. 

§ 9. Kutna mjera. Izmjeriti kut reći će pronaći (neime¬ 
novani) broj, koji kazuje, koliko se puta mora za jedinicu 
uzet kut staviti kao pribrojnik, da se zadani kut dobije za zbroj 
(ili koliko je puta kutna jedinica sadržana u zadanom kutu); taj 
se broj zove mjerni broj zadanoga kuta s obzirom na uzetu 
jedinicu. 

Za jedinicu kutne mjere uzimlje se 360. dio puna kuta, 
i taj se dio zove kutni stupanj (°) ili ukratko stupanj. 
Kutni se stupanj dijeli na 60 kutnih minuta ('), kutna minuta 
na 60 kutnih sekunda ("). Budući da su svi puni kutovi je¬ 
dnaki, to je kutni stupanj posve određene veličine. 

Spružen kut ima 180°, pravi kut 90°. 

§ 10. Komplementui i suplementui kutovi. Dva kuta, 
kojih zbroj je prav kut, zovu se komplementni kutovi, i 
svaki se od njih zove komplement drugoga. 

Dva kuta, kojih zbroj je spružen kut, zovu se suple- 
mentni kutovi, i svaki se od njih zove suplement drugoga. 

Jednaki kutovi imaju jednake komplemente, i 
jednake suplemente. 

Dokaz. Ako je a = |3, tada je R — a = R — 6 i °2R — a = 
2iž— (3. 

Posljedak. Ako su dva kuta komplementi ili suplementi 
istoga kuta, oni su međusobno jednaki. 


§ 11. Sukuti i vrsni kutovi. Dva konkavna kuta, koji imaju 
jedan zajednički krak, a druga se dva kraka međusobno pot- 


C 



/ 

£ 


Lik 3. 


punjavaju na pravac, zovu se sukuti. 

Dva konkavna kuta, kod kojih 
krakovi jednoga potpunjavaju krakove 
drugoga na dva pravca, zovu se vr¬ 
šni kutovi. 

a) Zbroj dvaju sukuta je 
2 A, jer oba zajedno čine spružen kut; 
na pr. a -|- [3 = 2_R, [3 -f y = 2 R i t. d. 
(lik 3.). 


b) Svaka dva vršna kuta međusobno su jednaka. 
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Da je na pr. 0 L — y (lik 3.), izlazi odatle, što su oni suple¬ 
menti kuta (3. 

Po sijeci. 1. Ako su dva sukuta jednaka, svaki je od njih 
prav kut. 

2. Ako je od dva sukuta jedan prav kut, i drugi je prav 


3. Ako je od dva sukuta jedan šiljast, drugi je tup; obrat 
također vrijedi. Iz a,-f- [3 = 2 R i a < R izlazi odbidbom p > R. 

4. Jednaki kutovi imaju jednake sukute. 

5. Ako je od kutova, što ih čine dva pravca, koji se si¬ 
jeku, jedan prav, to su i ostali pravi, pa se kaže, da se ti pravci 
sijeku pravokutno, ili da imaju* jedan prema drugome oko¬ 
mit ili normalan položaj; svaki je pravac okomica ili nor¬ 
ni a la drugoga. Piše se a _[_ b (t. j. a okomit na b). 

Ako dva pravca, koji se sijeku, čine kose kutove, kaže se, 
da se pravci sijeku koso kutno, ili da imaju jedan prema dru¬ 
gomu kos položaj. 

§ 12. Kutovi uz prijeenicu dvaju pravaca. Pravac, koji 
siječe dva ili više pravaca, zove se njihova priječnica ili trans¬ 
verzala. Ako su dva pravca AB i CD (lik 4.) sječena trećim 
EF, to oko oba sjecišta postaje osam kon- ib 

kavnili kutova. „ / 

4 fi rt ft 

Kutovi y, 8 , (3 X , a x , kojima su kutne ‘- 7jT~ - 

ravnine blizu vrhova između sječenih pra- j 1 

vaca, zovu se unutarnji; kutovi a, [3, y v _ 0 

^ zovu se nasuprot izvanji kutovi. 2,1 

Jedan izvanji i jedan unutarnji kut //? 

na istoj strani priječnice i na različnim vrho- Lik 4 

vima zovu se protukuti, na pr. a. 1 a r 

Dva izvanja ili dva unutarnja kuta na suprotnim stranama 
priječnice i na različnim vrhovima zovu se iz mj e nični ku¬ 
tovi, .na pr. a i Yi, i 7 - 

Dva izvanja ili dva unutarnja kuta na istoj strani prije¬ 
čnice zovu se p riku ti, na pr. a i § r 


Ako su dva pravca sječena trećim tako, da su 
kojagod dva protukuta ili kojagod dva izmj enična 
kuta jednaka, ili kojagod dva prikuta suplementna, 
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onda su po dva protukuta i po dva izmjenična kuta 
jednaka, a po dva su prikuta suplementna. 

Dokaz. Ako su jednaka dva protukuta, na pr. a = a 15 onda 
pomislimo, da je od lika 4. odrezan gornji dio, u kojem su kutne 
ravnine kutova a i (3, pa pomaknut prema dolje tako, da se po¬ 
kriju krakovi kutova a i otj (što po pretpostavci može biti). 
Onda će se po aksiomu o pravcu (§ 3., c) zrake, koje potpu- 
njavaju krakove kutova aia ( na pravce, također pokriti, pa odatle 
se razabira, da se po dva druga protukuta također pokrivaju i da 
su oni stoga međusobno jednaki. Budući da su kod toga po dva 
izmjenična kuta postala vršni kutovi (kao na pr. a i Yi, j er a 
pokriva a 1 ), to su oni također jednaki. Po dva prikuta postala 
su sukuti (na pr. a i S 1 ) i stoga su oni suplementni. 

Ak o se uzme, da su dva izmjenična kuta jednaka, na pr. 
a = 7 j, onda je Ti = a i> dakle također a = a r Otud izlaze isti 
izvodi kao u prethodnom slučaju. 

Ako se pak uzme, da su dva prikuta suplementna, na pr. 
a i 8 1 , bit će a = a 1; jer su a x i 8 X također suplementni kutovi 

i t. d. y ;~ 7 t- 

Usporedni i okomiti pravci. 

§ 13. Definicija i poučak. Dva pravca, koji su u istoj 
ravnini, zovu se usporedni ili paralelni, kad se nikad 
ne sastaju. Piše se AB || CD (čitaj: AB usporedan prema 
CD). Da dva pravca mogu imati takav položaj, izlazi iz ovoga 
poučka: 

Ako su dva pravca sječe na trećim tako, da su 
dva protukuta ili dva izmjenična kuta jednaka ili 
dva prikuta suplementna, onda se ta dva pravca 
nikad ne sastaju, pa su dakle usporedni. 

Dokaz. Neka su jednaka dva izmjenična kuta, na pr. 
a i p (lik 5.). Ako se dio ravnine, BMND, koji je među dužinom 
MN i zrakama MB i NI), vrti oko polovišta dužine MN, dok 
tačke M i N ne izmijene svoj položaj, tad će zraka MB pokriti 
zraku NC, jer je po pretpostavci a=p. Ujedno će zraka NI) 
pokriti zraku MA, jer su izmjenični kutovi BNM i AMN također 
jednaki. Kad bi zrake MB i NI) imale zajedničku tačku, morale 
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bi dakle zrake NC i MA također imati 
zajedničku tačku. Onda bi pravci AB i 
GB imali dvije zajedničke tačke, a to ne 
može biti. Odatle izlazi, da pravci AB 
i CD nemaju zajedničke tačke, t j. 
da je AB || CD. 

Ako se pak uzme, da su dva 
protukuta jednaka ili dva prikuta su¬ 
plementna, onda iz poučka u § 12. 
izlazi, da su dva izmjenična kuta je¬ 
dnaka, pa se razabira, da je pretho¬ 
dnim dokazom poučak posve dokazan. 

& H. Aksiom o usporednicama, poučci, a) Zadanom 
tačkom može se prema zadanom pravcu potegnuti 
samo jedna usporednica. To je aksiom o usporednicama. 

Ako je na pr. AB || CD (lik 5.), onda po tom aksiomi ne 
može biti također GH || CD, jer AB i GR imaju zajedničku 
tačku M. 

b) Dva pravca, koji su usporedni s trećim, me¬ 
đusobno su usporedni. 

Kad bi se ta dva pravca sjekla, njihovim bi sjecištem bila 
potegnuta dva pravca, koji su usporedni s trećim. No to 
po prethodnom aksiomu nije moguće, dakle se ta dva pravca 
ne sijeku, t. j. oni su međusobno usporedni. 

c) Ako pravac siječe jednu od dvije u spo rednice, 
mora sjeći i drugu. 

Ako je AB || CD (lik 5.) i GH siječe AB, to GH mora 
također sjeći CD. Da GH ne siječe CD, morao bi biti GH || < . 

no onda bi tačkom M bila potegnuta dva pravca, koji su uspo¬ 
redni s CD, a to po aksiomu o usporednicama nije moguće. 

§ 15. Ofirat poučka u § 13. Ako su usporedni pravci 
sječeni trećim, onda su po dva protukuta i po dva 

izmjenična kuta jednaka, a po dva prikuta jesu su¬ 
plementna. 

Dokaz. Treba samo dokazati, da su uz zadanu pretpo¬ 
stavku dva izmjenična kuta jednaka, jer su onda po § ;>• 

ostale tvrdnje istinite, a to ćemo dokazati indirektno. 
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Neka je AB [j GB (lik 5.). Da je a < (3, mogli bismo tačkom 
M potegnuti pravac GR tako, da bude RMF = (3. Onda bismo po 
§ 13. imali, da je GR jj CD, što nije moguće po aksiomu o 
usporednicama, jer je po pretpostavci AB || CD. Analognim se 
postupkom dade dokazati, da ne može . biti a > [3. Mora dakle 
biti a = (3. 

Po sijeci. 1 . Pravci, koji su okomiti na istom pravcu, 
međusobno su usporedni. 

-• Ako je od dvije uspoređnice jedna okomita na kojem 
pravcu, i druga je na njem okomita. 

3. Zadanom tačkom može se na zadani pravac potegnuti 
samo jedna okomica. 

§ 16. Poučak. Ako su dva pravca sječena trećim 
tako, daje zbroj dvaju unutarnjih prikuta manji od 
2 B, onda se pravci sijeku na onoj strani priječnice, 
na kojoj su ti prikuti. 


Dokaz. Neka su (lik 6 .) pravci AB i CD sječeni priječni- 
com EF, pa neka je a -)- [3 < 2iž. 



Ako se tačkom M potegne pravac 
GR\\AB, onda je a -j- GMF = 2 R, dakle 
[3 < GMF. Otud izlazi, da je zraka MA 
među zrakama MG i MF, dakle zraka MB 
među zrakama MH i AIR. Budući da pra¬ 
vac AB siječe GR , to on (po § 14., c) ta¬ 
kođer siječe pravac CD, no po prethodnom 


Lik 6. 


mora to sjecište biti u zraki MA. 


§17. Kutovi s krakovima uzaj- 



Lik 7. 


miče usporednima, a) Ako su dva 
pravca uzajmice-usporedna 

s druga dva pravca, koji se si¬ 
jeku, onda su kutovi, što ih 
čine prva dva pravca, po redu 
jednaki skutovima, što ih čine 
druga dva. 

Dokaz. Neka su AB i CD 
(lik 7.) dva zadana pravca, koji se 
sijeku u tački 0, pa potegnirno kojom- 


god tačkom 0 1 pravce A X B X || AB i C\D X || CD. S pomoću po- 
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učka u § 15. uviđamo, da je a=a 2 i 04 = 04, dakle također 
a = 04. Isto se tako dokazuju jednadžbe (3 = P 1( T == Ti i 8 = 5 i- 
Objašnjenje. Za dvije zrake, koje pripadaju dvjema uspo¬ 
rednim pravcima, kaže se da su direktno usporedne ili in- 
verzno usporedne, već prema tome, da li su te zrake na 
istoj strani ili na suprotnim stranama pravca, koji se njihovim 
krajnjim tačkama dade potegnuti. Tako su na pr. OA i 0 X A X 
direktno usporedne zrake, dok su nasuprot OA i 0 1 B X inverzno 

usporedne. . .... 

Iz toga objašnjenja i prethodnoga poučka izlaze ovi poučci: 
b) Dva su konkavna kut a j eđnak a, ako su njihovi 
krakovi uzajmice direktno (ili inverzno) usporedni. 
Tako je na pr. AOD = A 1 0 J D 1 = B 1 0 i C v 
Istaći treba, da su krakovi konkavna kuta a uzajmice di¬ 
rektno usporedni s krakovima konveksna kuta (P x + Ti + 8 i)> P a 
da ti kutovi ipak nijesu jednaki. 

'cjDva su konkavna kuta suplementna, ako su 
dva njihova kraka direktno usporedna, druga dva 
inverzno usporedna. 

Na pr. AOD + B&D^i.B. 

cl) Dva jednaka kuta dadu se svagda tako polo¬ 
žiti, da njihovi krakovi budu uzajmice direktno (ili 
inverzno) usporedni. 

Dokaz. Kojomgod tačkom treba potegnuti zrake, koje su 
direktno (ili inverzno) usporedne s krakovima jednoga kuta, pa 
onda se drugi kut može položiti tako, da posve pokrije kut, što 
ga čine te zrake. 


§ 18. Kutovi s krakovima uzajmice okomitima. Ako- su 


krakovi kuta okomiti na krakovima 
drugoga, to su kutovi jednaki, kad 
su oba šiljasti ili tupi, dok su oni 
suplementni, kad je jedan' šiljast, 
drugi tup. 

Dokaz. Neka je AOB — a. (lik 8 .) 
zadani kut, pravac O x A x J_ OA, pravac 
0 1 B 1 OB. Ako je zraka O x A 2 direktno 
usporedna prema zraki OA, zraka O x B 2 di- 



Lik 8. 


rektno usporedna prema zraki OB, onda je a 2 = a. Budući da 




16 


17 


je a i + ? — i a ž ® — A!, to je a, = a 2 , pa stoga je a x = a. 
Otud izlazi, da je a x -j- (3 = 2 iž, jer je [3 sukut kuta ot. 


Zatvoreni likovi. 

§ 19. Mnogokuti (poligoni). Potpuno omeđen dio ravnine 
zove se zatvoreni lik (zatvorena figura); crta, koja ga ome- 
đava, zove se, njegov opseg. 

Ako je opseg zatvorena lika slomljena crta, t. j. sastavljen 
od samih dužina, zove se lik mnogokut ili poligon; dužine, 
koje ga omeđavaju, zovu se stranice* njihove krajnje tačke 
vi lio vi ili vršne tačke mnogokuta. Gesto se pod mnogo- 
kutom razumijeva zatvorena slomljena crta, koja je sasvim u 
jednoj lavnini; tada se dio ravnine, koji je tom slomjenonr crtom 
omeđen, zove ploha mnogokuta. 

Kut dviju stranica 1 ') mnogokuta, koje se sastaju u jednom 
vrhu i kojemu kutna ravnina blizu vrha pokriva mnogokut, zove 
se kut mnogokuta. Ako su svi kutovi mnogokuta konkavni, 
kaže se, da je mnogokut konveksan. Sukuti kutova konveksna 
mnogokuta zovu se izvanji kutovi; za razliku od izvanjih ku¬ 
tova mnogokuta zovu se njegovi kutovi unutarnji. 

Odsele ćemo promatrati samo konveksne mnogokute. 

Mnogokut, kojemu su sve stranice jednake, zove se isto- 
straničan; onaj, kojemu su svi kutovi jednaki, zove se isto- 
kutan. Ako je mnogokut istostraničan i istokutan, zove se on 
pravilan ili regularan. 

Svaki je vrh mnogokuta ujedno vrh jednoga njegova kuta. 
Mnogokut, koji ima n vrhova, ima. također n kutova; svi ti ku¬ 
tovi imaju 2 n krakova, no budući da se dva kraka pokrivaju u 
jednoj stranici, ima taj mnogokut samo n stranica. Mnogokut ima 
dakle toliko stranica, koliko ima vrhova ili kutova. 

Prema broju svojih vrhova (ili kutova) zove se mnogokut 
trokut, četverokut, peterokut, .... ra-terokut. 

Dužina, koja sastavlja dva vrha mnogokuta, koji nijesu 
krajnje tačke iste stranice, zove se dijagonala mnogokuta. 


*) Pod kutom dviju dužina AS i AG (lik 9.) razumijeva se kut 
zraka AS i AC. 


§ 20. Krug. Ako se dužina vrti u ravnini oko jedne svoje 
krajnje tačke, dok ne dospije u svoj prvi položaj, druga krajnja 
tačka opisuje crtu, koja se zove kružnica, a dužina sama 
opisuje zatvoreni lik, koji se zove krug. Kružnica je dakle opseg 
kruga i zove se još obod ili periferija kruga. 

Trokut. 

§ 21. Objašnjenja. Od svih mnogokuta ima trokut najma¬ 
nji broj stranica, jer su potrebne bar tri dužine, da se njima 
potpuno omeđi dio ravnine. Svakoj stranici trokuta je nasu¬ 
prot kut, a oba druga kuta jesu na toj stranici; svakomu kutu 
trokuta je nasuprot jedna stranica, a obje druge stranice 
čine taj kut. 

Kojagod stranica trokuta može se uzeti za njegovu osno- 
vnicu ili bazu; vrh, koji je nasuprot osnovnici, zove se napose 
vrh trokuta. Dužina, koja je s vrha trokuta potegnuta oko¬ 
mito do osnovnice ili do njezina produženja, zove se visina 
trokuta. Trokut ima tri visine. 

Obično se vrhovi trokuta označuju slovima A, B, C, njima 
pripadni kutovi po redu’ slovima oc, [3, y (A je vrh kuta a, 
B kuta [3, C kuta y), njima suprotne stranice slovima a, b, c ; 
trokut se označuje sa ABC. 

Namjesto izraza „trokut" pišemo često znak 

§ 22. Odnošaji između kutova trokuta, a) Zbroj dvaju 
kutova trokuta jednak je izvanjem kutu, koji je 
sukut trećega kuta. a 

Dokaz. Neka je DCA (lik 9.) iz¬ 
vanji kut, koji je sukut kuta y. Ako se 
potegne CE || BA, onda je a x «= a, f3 x = (3; 
stoga je DCLđ= otj-)-(3j = a-|-(3- 

b) Zbroj kutova trokuta je¬ 
dnak je 2 B. 

Dokaz. U 9. liku vidimo, da je -j- Pi -j- y = 2 B, no 
budući da je a x = a, (3 t = [3, to je a -)- (3 -|~.y = 2 B. 

Posij eci. i. Dvjema kutovima trokuta ili njihovim zbrojem 
određena je veličina trećega. Imaju li dakle dva trokuta uzaj- 
mice jednaka dva kuta (kaže se: oni se podudaraju u ta dva 
kuta), onda su i njihovi treći kutovi jednaki. 

Segen: Geometrija ga više razrede srednjih škola. ■ 2 





A,;.: 
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2. U trokutu može biti samo jedan pravi kut, kao i samo 
jedan tupi kut. 

B. Zbroj izvanjih kutova trokuta jednak je 4 B. 

§ 23. "Vrste trokuta. S obzirom na stranice trokuta raz¬ 
likujemo raznostranične, istokračne i istostranične 
trokute, već prema tome, da li su sve tri stranice nejednake 
ili dvije jednake ili sve tri jednake. Obje jednake stranice isto- 
kračna trokuta zovu se krakovi, treća njegova stranica zove se 


obično osnovnica. 

S obzirom na kutove razlikujemo šiljastokutne, pra¬ 
vokutne i tup okutne trokute, prema tome, da li su sv'a tri 
njegova kuta šiljasta ili jedan od njih prav kut (i druga dva 
šiljasta) ili jedan od njih tup kut (i druga dva šiljasta). Stranica 
pravokutna trokuta, koja je suprotna pravomu kutu, zove se 
hipotenuza trokuta; ostale dvije, koje čine pravi kut, zovu 
se katete. Pod visinom pravokutna trokuta razumijeva se re¬ 
dovno ona, koja je okomita na hipotenuzi. 


§ 24. Ođnošaji između stranica i kutova trokuta. oj Ako 

su jednake dvije stranice trokuta, jednaki su ta¬ 
kođer njima suprotni kutovi. 

b) Većoj stranici od dvije nejednake stranice 
trokuta nasuprot j e veći kut. 

Dokazi, a) Neka je u zadanom tro¬ 
kutu ABC (lik 10.) AB AC. Ako se po¬ 
tegne raspolovnica AD kuta BAC=a, pa 
trokut ADB okrene oko stranice AD na¬ 
desno, onda stranica AB padne s AC u 
isti pravac, jer je BAD = CAD, a tačke 
B i C će se sastati, jer je AB — AC. Otud 
izlazi, da BD pokriva CD i da su kutovi 
(3 i y jednaki. 

h) Neka je (lik 11.) AC > AB i 
AD raspolovnica kuta BAC (dakle 
S = e). Ako se trokut ADB okrene 
oko stranice AD nadesno, onda stra¬ 
nica AB padne s AC u isti pravac, a 
tačka B padne u stranicu AC, uzmimo 
Llk 1:L - u B v Otud izlazi, da je [3-, = p; budući 

da je (po § 22., a) |3j > y, to je također [3 > y. 




Obrnuti poučci. cJAko su jednaka dva kuta tro¬ 
kuta, jednake su također njima suprotne stranice. 

d) Većemu kutu od dva nejednaka kuta trokuta 
nasuprot je veća stranica. 

Indirektni dokazi, c) Neka je [3 = y, pa uzmimo, da je 
AG^ScAB; onda bi po prethodnom poučku moralo biti (3 ^ 

(u isti čas vrijede ili gornji znakovi nejednakosti ili donji). Bu¬ 
dući da se to protivi pretpostavci, mora da je A C = AB. 

d) Dokaz se vodi posve analogno kao prethodni. 

Posij eci. 1. Kutovi na osnovnici istokračna trokuta me¬ 
đusobno su jednaki. 

\%, Kutovi istostranična trokuta međusobno su jednaki, stoga 
ima svaki 60°. 

3. U pravokutnu je trokutu hipotenuza najveća stranica. 

4. U tupokutnu je trokutu ona stranica najveća, koja je 
tupomu kutu nasuprot. 

§25. Ođnošaji između stranica trokuta. Svaka je stra¬ 
nica trokuta a) manja od zbroja i b) veća od razlike 
drugih dviju stranica. 

Dokazi, a) Neka je AD (lik 11.) raspolovnica kuta BAC 
dakle S = e. 

Onda je DDA > s, dakle BDA > § i stoga je AB > BD ; 
isto tako je CD A > S, dakle CD A > s i stoga je AC > DC. 
Ako se obje nejeđnadžbe zbroje, dobije se AB -j- AC > BC 
ili BC-CAB^ AC. 

b) Neka je BC (lik 11.) najveća stranica trokuta, AC obli¬ 
žnja manja i AB najmanja, t. j. BC ;_> A G >- AB. 

Iz AD + AC >D<7 izlazi AB>BC—ACiAC>BC — AB, 
a da je BC > AC — AB izlazi neposredno iz pretpostavke. 

Posljedak. Dužina, koja sastavi]a dvije tačke, kraća je 
od svake slomljene crte, koju te tačke omeđavaju. 

§ 26. Dužine polegnute s tačke đo pravca. 0 dužinama, 
koje tačku izvan zadana pravca sastavljaju s tačkama toga pravca, 
vrijede ovi poučci: 

a) Dužina, koja je okomita na pravcu, jest naj¬ 
kraća; ona se stoga zove daljina (razmak, distancija) 
tačke od pravca. 

b) Dvije dužine, koje su kose prema pravcu, j esu 
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jednake, ako su njihova pođnožišta jednako daleka 
od pođnožišta okomite dužine. 

c) Od dvije kose dužine ona je veća, kojoj je 
pođnožište dalje od pođnožišta okomite dužine. 

Dokazi. Neka je A (lik 12.) 
tačka, kojaje izvan zadanog pravca p . 

a) Ako je AB j j) i C koja- 
gođ od B različna tačka pravca p, 
to je AB < AC (§ 24., d). 

i) Neka je CB = BE\ ako se 
trokut ABC okrene oko AB na¬ 
desno, padne tačka C na tačku E. 

Otud izlazi, da je AC = AE. 

c) Ako su tačke D i E pravca p na istoj strani tačke B i 
BD> BE , to je 'kut s sukut šiljastoga kuta ep, koji je u A ABE\ 
dakle je s tup kut i stoga je AD > AE. 

Ako su dvije tačke C i D pravca p na različnim stranama 
tačke B i BD>BC, onda treba trokut ABC okrenuti oko AB, 
pa će se dobiti prethodni slučaj. 

Poučci b) i c) mogu se obrnuti, a istinitost obrnutih po- 
učaka utvrđuje se indirektno. Dakle: 

d) Ako se s neke tačke, koja je izvan zadana pravca, potegnu 
do toga pravca kose dužine, onda su pođnožišta jednakih dužina 
jednako daleka od pođnožišta okomice spuštene s te tačke na 
pravac, a pođnožište veće od dvije nejednake dužine dalje je od 
pođnožišta okomice negoli pođnožište manje dužine. 

Posljedak. S tačke, koja je izvan zadana pravca, mogu 
se do toga pravca potegnuti samo dvije jednake kose dužine. 

Dodatak. Ako se pravac AB (lik 12.), koji je okomit na 
pravcu p, vrti u ravnini oko tačke A, miče se sjecište obaju 
pravaca sve dalje (i to nadesno ili nalijevo prema tome, u ko¬ 
jem se smjeru vrti, a daljina sjecišta od pođnožišta B raste 
neograničeno; ujedno se šiljasti kut BDA neprestano umanjuje 
i može postati manji od kakogod malenoga kuta, jer njegov 
komplement B A T ) istodobno neprestano raste i može se učiniti, 
da bude razlika među pravim kutom i kutom BAD manja od 
kakogod malenoga kuta. Nakon vrtnje od 90° bit će pravac 
usporedan s pravcem p, a sjecište je odmaklo u neizmjernu da- 
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umu; stoga se može reći, da se paralelni pravci sijeku u ne¬ 
izmjerno dalekoj tački, i to pod kutom 0 odnosno pod ku¬ 
tom 2 B. 

Simetrija. 

§ 27. Aksijalna simetrija. Pomislimo, da je ravnina prav¬ 
cem p dijeljena na dva poluomeđena dijela i da se jedan od 
njih okreće oko pravca p. Kad kojagod tačka toga dijela,. oja 
je izvan p, padne u drugi dio, koji je mirovao, pokrivaju se 
posve oba dijela ravnine (§ 4., c). Ako se ujedno pokriju 
dva lika te ravnine, onda se kaže, da su ti likovi u svojem 
prvobitnom položaju simetrični s obzirom na pravac p, 
a pravac p zove B e ob simetrije ili kime t ral a obaju likova. 
Ova se vrsta simetrije zove aksijalna za razliku od one, koja 

će se poslije istumačiti. _ 

Ravan lik zove se aksijalno simetričan (ili ukratko 

simetričan), ako se pravcem dade razdijeliti na dva di¬ 
jela, koji su simetrični s obzirom na taj pravac; taj se pravac 
zove simetrala lika. 

Iz tog objašnjenja izlazi: Ako je dužina AB (li •) 
okomita na pravcu p i njime raspolovljena, onda su 
njezine krajnje tačke simetrične 
s obzirom na taj pravac. 

Obrnuto: Ako su dvij e tačke A i B 
simetrične s obzirom na pravac p , 
onda je dužina AB okomita na tom A 
pravcu i on je raspolavlja. 

Dužina je' simetrična s obzirom na 
pravac, koji je njezinim polovištem pote¬ 
gnut okomito na njoj; taj se pravac zove 
simetrala dužine. Krakovi su kuta simetrični s obzirom na 
njegovu raspolovnicu, koja se stoga zove simetrala kuta. 

§ 28. Poučci o simetrali dužine, a) Svaka tačka u 
simetrali dužine jednako je daleka od krajnjih ta- 
čaka te dužine. 

b) Svaka tačka, koja je izvan simetrale dužine, 
bliža je onoj krajnjoj tački te dužine, koja je s 
njome na istoj strani simetrale. 

Obrati tih poučaka vrijede također. 


* 





t Dokazi, a) Neka je AC=CI8 (lik 13.), p X AB: p je 
dakle simetrala dužine AB. Ako je D kojagod tačka simetrale 
može se trokut ACD okretom oko CD tako sastaviti s tro¬ 
kutom BCD , da se oni pokriju; stoga je AD = BD. 

b) Neka je JE kojagod tačka izvan simetrale p; potegni AJE, 
BE i AF , gdje je F sjecište simetrale i dužine BE. 

Razabiramo, da je AE < EF -|~ FA , dakle AE <J EF 4- FB 
ili AE < FB. ^ 

Obiati tih poučaka dokazuju se indirektno. 

Posljeci. 1. Geometrijsko mjesto svih tačaka, koje su 
jednako daleke od krajnjih tačaka dužine, jest simetrala te dužine. 

o geometrijskim mjestom tačaka razumijeva se naime 
ona geometrijska tvorevina (crta ili ploha), koja ima to svojstvo 
da sve njezine tačke, i samo te tačke, zadovoljavaju stavljeni 

Zo.Q3.XREl. 

3. Ako je tačka D (lik 13.) jednako daleka od krajnjih 
tačaka dužine AB i isto tako tačka F, pravac ĐF je simetrala 
te dužine. 

c) Tri.simetrale trokutovih stranica sijeku se u 
jednoj tački, koja je jednako daleka od sva tri nje¬ 
gova vrha. J - 


-A 



4i 

Lik 14. 


Dokaz. Simetrale s 1 i s 2 (lik 14.) 
stianica BC i AĆ sijeku se u nekoj tački 
0. Budući da je 0 tačka simetrale s v 
to je£BO—CO, a budući da je ona 
ujedno tačka simetrale s 2 , to je CO — 
A0\ otud izlazi, da je BO = AO , pa 
stoga je tačka 0 također u simetrali s 3 
stranice AB. 

§ 29. Poiičci o simetrali kuta. 

a) Svaka tačka u simetrali kuta 


jednako je daleka od njegovih krakova. 


b) Svaka tačka, koja je između krakova kon¬ 
kavna kuta i izvan njegove simetrale, bliža je onomu 

kraku, koji je s.tačkom na istoj strani simetrale. 
Ujedno vrijede i obrati tih poučaka. 


Dokazi, a) Neka je 0C (lik 15.) simetrala kuta AOB, D koja¬ 
god tačka simetrale 0(7, DE j_ 0A, DF ± OB. Kutovi AOC i 
BOC mogu se okretom oko 0(7 međusobno pokriti, pa osim OA i 
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OB pokrit će se ujedno okomice DE i DF, ; D 

jer se s jedne tačke može potegnuti samo 
jedna okomica na pravac, dakle je DE=DF. r G 

l) Neka je G tačka između krakova \ \/ 

konkavna kuta AOB i neka je ona izvan (?°\7 ~Td /? 
simetrale 0(7. Ako je GF J_ OA, GI OB / 

i KL J_ OB, to je GF= GK -j- KH = iF'\ 

CK -f- KL ; no imamo GK + KL > LG i a 

LG> GL, pa stoga je GLl > GL. Llk lo - 

Obrnuti poučci dokazuju se indirektno. 

Posljedak. Geometrijsko mjesto svih tačaka, koje su je¬ 
dnako daleke od dva pravca, što se sijeku, jesu raspolovnica 
onih četiriju konkavnih kutova, što ih čine ti pravci, 

c) Tri simetrale trokutovih kutova sijeku se u 
jednoj tački, koja je jednako daleka od sve tri stra¬ 
nice trokuta. 


Dokaz. Simetrale s 1 i s 2 (lik 16.) kutova a i (3 trokuta 
ABC moraju se sjeći u nekoj tački U (§ 16.); tačka U jednako 
je daleka od stranica AB i 
AC (jer je u s x ) i tako¬ 
đer od stranica AB i BC 
(jer je ujedno u s 2 ); dakle 
je tačka U jednako daleka i 
od stranica AC i BC. Otud 
izlazi, da je tačka U također 
u simetrali kuta f. 

d) Simetrala kojega 
unutarnjega trokut ova 
kuta i simetrale obaju 
izvanjih kutova, koji su sukuti drugih dvaju unu¬ 
tarnjih kutova, sijeku se u jednoj tački, koja je je¬ 
dnako daleka od sva tri pravca, što se mogu povući 
stranicama trokuta. 

Dokazuje se posve analogno kao prethodni poučak. 

§ 30. Poučci o istokračnom trokutu. Simetrala kuta 
na vrhu istokračna trokuta ujedno je simetrala 
osnovnice, visina trokuta i sastavnica vrha s polo- 
vištem osnovnice. 
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Dokaz. Neka su u trokutu ABC (lik 17.) stranice AB i 
AC jednake, pa neka je zraka AD simetrala kuta na vrhu A. Iz 



Lik 17. 


dokaza za poučak u § 24., a) izlazi, da se tro¬ 
kuti ADB i ADC okretanjem oko AD mogu posve 
pokriti. Stoga simetrala AD raspolavija osno¬ 
vni cu BC\ ona je ujedno okomita na osnovnici, 
jer je BDA = CD A, dakle svaki od njih 
prav kut. 

Obrati prethodnoga poučka dokazuju se naj¬ 
bolje indirektno. 


P o s 1 j e ci. 1. Istokračan trokut je jedno- 
osno simetričan lik, t. j. on ima samo jednu simetralu. 

2. Iri kutne simetrale istostranična trokuta ujedno su tri 
simetrale njegovih stranica, tri njegove visine i tri sastavnice vr¬ 
hova s polovištima suprotnih stranica. 


3. Istostraničan trokut je troosno simetričan lik, t. j. on 
ima tri simetrale. 


§ 81. Centrična simetrija. Neka se pomisli, da se ravnina 
vrti oko jedne svoje tačke 0 tako, da se ujedno pomiče u sebi 
samoj. Ako kod toga zraka OX opisuje spružen kut, kaže se, 
da je ravnina u sebi izvela poluvrtnju (t. j. polovicu potpune 
vrtnje). 

Dva lika ravnine, koji bi se posve pokrili, kad bi jedan od- 
njih izveo u ravnini poluvrtnju oko neke tačke 0, zovu se cen- 
trično simetrični s obzirom na tačku 0; ta se tačka 
zove središte ili centruni simetrije obaju likova. 

Lik se zove centrično simetričan, ako on nakon polu- 
vitnje u svojoj ravnini oko neke tačke 0 posve pokrije svoj 
prvobitni položaj; tačka 0 zove se sre dišt e s im et rij e toga lika. 

Iz tih objašnjenja izlazi: 


Dvije su tačke A i .B simetri č n e s obzirom na p o- 
lovište 0 dužine AB. 


Obrnuto: Ako su dvije tačke A i B simetrične 
s obzirom na tačku 0, tačka 0 je polovište du¬ 
žine AB. 


§ 32. Daljina dvaju usporednih pravaca. Ako su dva 

pravca usporedna, sve su tačke jednoga pravca 
jednako daleke od drugoga; ta se konstantna daljina 
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zove daljina (razmak) obaju usporednih (pravaca i ta¬ 
kođer širina pruge, t. j. onoga dijela ravnine, što je između 
usporednih pravaca. 

Dokaz. Neka je (lik 18.) AB || CD. 

Ako su _E i -F kojegod dvije tačke 
pravca AB, EG 1 CD, FB _L CD, 
to su trokuti EFG\ FGH centrično si¬ 
metrični s obzirom na polovište 0 du¬ 
žine FG. Vrti se naime trokut EFG 
oko tačke 0, dok tačke F i G ne izmijene svoj položaj; onda 
padne FE s GR u isti pravac, jer je a = [3, i ujedno padne 
GE s FR također u isti pravac, jer je y=§; stoga se mo¬ 
raju sastati tačke E i R i otud izlazi, da je EG = FR. 

Posljedak. Geometrijsko mjesto svih tačaka, koje su na 
istoj strani pravca jednako daleke od njega, jest pravac, koji je 
s tim pravcem usporedan. 

' Sukladnost trokuta. 

§ 33. Objašnjenja. a< Dva su trokuta sukladna (§ 1., e), 
ako se mogu jedan na drugi položiti tako, da se svaka tačka 
jednoga sastane s jednom tačkom drugoga, ili ukratko: ako se 
oni jedan na drugi položeni posve pokriju. Da to bude moguće, 
moraju u tim trokutima svih šest njihovih sastavnina, naime sve 
tri stranice i sva tri kuta, biti uzajmice jednake. Ukratko: su¬ 
kladni se trokuti moraju podudarati u sve tri stra¬ 
nice i u sva tri kuta. Otud izlazi: 

U sukladnim su trokutima j ednakim stranicam a 
nasuprot jednaki kutovi, i obrnuto: jednakim kuto¬ 
vima nasuprot su jednake stranice. 

b) Budući da su stranice i kutovi trokuta međusobno 
ovisni, to se već onda, kad se trokuti podudaraju u nekoliko 
svojih sastavnina, naime stranica i kutova, može izvesti dokaz za 
njihovu sukladnost. Slučajevi, kad to bude moguće, kazuju p o- 
učci sukladnosti. 

§ 34. I. poučak sukladnosti. Dva su trokuta sukla¬ 
dna, kad se podudaraju u jednoj stranici i u oba 
kuta na toj stranici. 



Lik 18. 
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Dokaz. Neka je (lik 19.) AB = A 1 B l , a = a 1 , 3 =~ Po¬ 
ložimo A 1 B 1 C 1 tako na ABO, da A 1 padne na A, B 1 na B. Iz 

a = a x i [3 = Pj izlazi, da 
"ftK A X C, P a( i ne s iC u isti 

j x j ' pravac, a isto tako B x C 1 s 

/ X \^ / X \^ BC. Tačka C, je dakle u 

pg _ AA _ 7 f \ pravcu, što ga određuje AC, 

C -B, C, i također u pravcu, što ga 

.' Lik 19 određuje BC, pa stoga padne 

na tačku C. Oba se tro¬ 
kuta međusobno posve pokrivaju i stoga su sukladni. 

Posljedak. Dva su trokuta sukladna, kad se podudaraju u 
jednoj stranici, u jednom kutu na toj stranici i u kutu, koji je 
nasuprot toj stranici. 

§ 35. II. poučak sukladnosti. Dva su trokuta sukla¬ 
dna, kad s e p-o du dar aj u u dvije stranice i u kutu, 
što ga one čine. 

Dokaz. Ako je (lik 19.) AB = A X B } , AC = A 1 C 1 i a = a 1 , 
onda se oba trokuta mogu tako sastaviti, da se sastane A s A v 
da AB s A X B X padne u isti pravac, a isto tako AC s A 1 C 1 . 
Iz pretpostavaka izlazi, da se onda sastanu B i B v a isto tako 
C i C x ; oba su trokuta dakle sukladna. 

§ 36. III. poučak sukladnosti. Dva su trokuta sukla¬ 
dna, kad se podudaraju u dvije stranice i u kutu, 
koji je nasuprot većoj stranici. 



Lik 20, 


Dokaz. Neka je (lik 20.) AB = A X B X , AC = A 1 C l , no 
AC> AB, dakle A X C X > A X B X , i p = p t . Ako se trokut A X B X C X 
položi na trokut ABC tako, da A x padne na A, B x na B, past 
će tačka C 1 na tačku C. Da ne padne C x na C, morala bi ona 
pasti ili u neku tačku F stranice BC ili u neku tačku G nje¬ 
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zina produženja. Po § 26. mogu se s jedne tačke A do tačaka 
pravca-* BC potegnuti samo dvije kose dužine, koje su jednake 
dužini A x C\ ; jedna od tih dužina jest AC, druga AB ima svoje 
podnožište u E s lijeve strane od pođnožišta D okomice AD, i 
to u produženju stranice CB (jer je AE > AB). Tačka 6) ne 
može dakle pasti ni na F ni na G, već na C; stoga su oba tro¬ 
kuta sukladna. 

Dodatak. Ako se dva trokuta podudaraju u dvije stranice 
i u kutu, koji je nasuprot manjoj stranici, mogu nastati dva 
slučaja: 



Lik 21. 


1. Kutovi, koji su nasuprot većim stranicama, također su 
jednaki, onda su trokuti sukladni, kao što ABF i A 1 B l G l (lik 

21 .), ili 

2. kutovi, koji su nasuprot većim stranicama, nijesu jednaki 
i trokuti nijesu sukladni, kao što ABC i A X B X C X ; u tom su slu¬ 
čaju većim stranicama suprotni kutovi suplementni. 

§ 37. IV. poučak sukladnosti. Dva su trokuta su¬ 
kladna, kad se podudaraju u sve tri stranice. 

Dokaz. Ako je (lik 19.) AB = A 1 B 1 , 

AC = A X C X , BC=B 1 C : , onda položimo 
oba trokuta tako, da B x padne na B, C x 
na C (lik 22.) i vrhovi i i i x da su na 
različnim stranama zajedničke stranice BC. At 
Ako se zatim potegne AA X , dobiju se dva ^ 
istokračna trokuta AA X B i AA X C. Stoga je 
? = Ti, <I> = <W, dakle <p + <|> = ft + <|>i di 
^7 A — A x . Zadani se trokuti podudaraju 
u dvije stranice i u kutu, što ga one čine, Lik 22. 

i stoga su sukladni. 

D o datak. Ako pravac AA X (lik 22.) padne izvan obaju tro¬ 
kuta, vodi se dokaz kao prije, samo treba mjesto zbroja (cp -|- <{>) 
uzeti u pomoć razliku (tp — <|>). 
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§ 38. Ođredbenici trokuta. Budući da se dva sukladna 
trokuta razlikuju samo svojim položajem, to se one sastavnine, 
u kojima se dva trokuta moraju podudarati, da budu su¬ 
kladni, zovu ođredbenici trokuta, jer te sastavnine određuju 
oblik i veličinu trokuta. Iz poučaka o sukladnosti trokuta izlazi, 
da mogu biti ođredbenici trokuta: 1. stranica i dva kuta, 2. dvije 
stranice i kut, što ga one čine, 3. dvije stranice i kut nasuprot 
većoj stranici, 4. sve tri stranice. 


§ 39. Poučak o suprotnim sastavninama trokuta. Ako u 

trokutu ostanu nepromijenjene dvije stranice, a kut 
što. ga one čine, raste, to raste njemu suprotna stranica. 
jf Dokaz. Neka raste kut (3 


\ 

\ 



\ 


JV 

Lik 23. 


trokuta ABC (lik 23.) tako, da 
stranica BA dospije u polo¬ 
žaj BA : . Simetrala MN dužine 
AA X siječe A 1 C u tački D, pa 
je A 1 C= A X D -j- BC=AD + 
DC\ budući da je A T) -J- DG > 
AC , to je A X G> AC. 

Obrnut poučak može se in¬ 
direktno dokazati. 


Dodatak. Taj se poučak može također izreći ovako: 
Ako se dva trokuta podudaraju u dvije stranice, a kutovi, što ili 
čine te stranice, nijesu jednaki, to je većem kutu nasuprot 
veća stranica. 


Kružnica. 

§ 40. Polumjer, premjer. Iz objašnjenja u § 20. izlazi: 
Kružnica je zatvorena krivulja (u ravnini), kojoj su sve tačke 
jednako daleke od jedne tačke (u istoj ravnini); ta se tačka 
zove središte ili centrum kružnice (i kruga, kojemu je ona 
obod). Dužina, koja je potegnuta od središta kružnice do koje- 
god njezine tačke, zove se polumjer ili radij (kružnice i 
kruga). Dužina, koja je omeđena dvjema tačkama kružnice, zove 
se tetiva ili kor da; svaka tetiva, u kojoj je središte, zove 
se premjer ili dijametar (kružnice i kruga). Krajnje tačke 
premjera zovu se suprotne ili dijametralne tačke kružnice. 

Posij eci. 1. Svi su polumjeri iste kružnice jednaki. 
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2. Svaki je premjer iste kružnice dva puta dulji od polumjera. 

3. Svi su premjeri iste kružnice jednaki. 

■ 4. Svaki je premjer veći od kojegod druge tetive. 

U trokutu AOB (lik 24.) imamo naime AO -\- OB > AB, 
dakle je AC > AB. 

§ 41. Luk, središnji kut, isječak, odsječak. Dio kružnice 
zove se kružni luk ili ukratko luk (areus). Luk, kojemu su 
A i B (lik 24.) krajnje tačke, označuje se ■ 

ovako: AB ili are AB. Kut, kojemu je vrh /\\ \ 


središte kružnice, zove se s obzirom na tu . / 

\ 

\ \ 

kružnicu središnji kut; o luku i tetivi, koji t 

0 

/ 


su između krakova središnjega kuta, veli se da 
pripadaju tome središnjemu kutu. Dio kruga, 
koji je omeđen lukom oboda i polumjerima, što Llk 24 

su potegnuti do krajnjih tačaka toga luka, zove se kružni 
isječak ili sektor; dio kruga, koji je omeđen lukom i tetivom, 
što je potegnuta njegovim krajnjim tačkama, zove se kružni 
odsječak ili segment. Svaka tetiva određuje dva segmenta, 
no redovno se veli, da joj pripada onaj, u kojem nije središte 
-kruga; o luku, koji omeđuje taj pripadni segment, veli se da 
pripada tetivi. 

§ 42. Položaj tačke prema kružnici, a) Tačka je ili 
na kružnici ili unutar kružnice ili izvan nje, kad 
joj je središnja daljina (daljina od središta) ili jednaka 
polumjeru ili manja od polumjera ili veća od njega. 
Ujedno vrijede i obrati toga poučka. 

Istinitost poučka izlazi neposredno iz definicije kružnice. 
Obrnuti poučci mogu se indirektno dokazati. 

Posljeci. 1. Geometrijsko mjesto svih tačaka u ra¬ 
vnini, koje su od tačke 0 te ravnine daleke za r , jest kružnica, 
kojoj je tačka 0 središte, daljina r polumjer. 

2.‘ Ako dvije kružnice imaju zajedničko središte i jednake 
polumjere, to se one posve pokrivaju. 

b) Od svih dužina, što se mogu s koje tačke po¬ 
tegnuti do tačaka kružnice a) najveća je ona, u ko¬ 
joj je središte kružnice, b) naj manj a j e o na, koj oj 
produženje ide središtem. 

B. _ ..J: 



Dokazi. Neka je A (lik 25.) zadana tačka, koja može 
biti unutar kružnice (I) ili izvan nje (II), M kojagod tačka kru¬ 
žnice; onda imamo: 

a) AM < OIJ- OA 
ili AM <r AC!- 

b) AM > OM — OA 
(u slučaju I) i AM > OA — 
OM (u slučaju II), t. j. 
AM> AB (u oba slučaja). 

Kako glasi poučak, kad je tačka na kružnici P 

Dodatak. Ako se tačka M miče na zadanoj kružnici, i 
to neprestano u istom smislu, onda njezina daljina od zadane 
tačke A raste, kad se ona miče od B prema C\ ta se daljina 
umanjuje, kad se tačka miče od G prema B. 

Da se to dokaže, primijenit ćemo poučak u § 39. 11 a trokut 

AOM. y 

' § 4 3. Položaj pravca prema kružnici, a) Pravac ima 
s kružnicom dvije zajedničke’ tačke, samo je¬ 
dnu zajedničku tačku ili ni jedne zajedničke 
tačke, kako je već njegova daljina od središta 
manja od polumjera, jednaka polumjeru ili veća 
od polumjera. Ujedno vrijede i obrnuti poučci. 


1 * U 



Dokazi. Ako je (lik 26.) O.P J_|) i OP < r, onda je P 
unutar kružnice, kojoj je 0 središte, r polumjer. Kad se tačka 
P miče pravcem p nalijevo ili nadesno, tada daljina tačke P 
od tačke 0 neprestano i neograničeno raste (§ 26.), pa će stoga 
; p ta tačka jedamput dospjeti u položaj 

A , gdje bude OA = r, a drugi put u 
položaj B, gdje bude OB = r-, dakle 
su tačke A i B zajedničke pravcu p 
i zadanoj kružnici. Po posljetku u 
§ 26. pravac i kružnica ne mogu imati 
više od dvije zajedničke tačke. 
a n Ako je (lik 26.) OP 1 ]_ p 1 i OP l = 

r, onda je P 1 tačka kružnice; svaka 
je druga tačka C pravca p l izvan kru- 
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Lik 26. 


žnice, jer je OC>r (po § 42., a). 

Ako je (lik 26.) OP„ J _p 2 i OP 2 > r, to je tačka P 2 izvan 


kružnice, pa stoga je također svaka druga tačka piavca p 2 iz¬ 
van kružnice (§ 42., a). 

Obrnuti poučci dokazuju se indirektno. 

Objašnjenja. 1. Ako pravac i kružnica imaju dvije 
zajedničke tačke, onda je dužina, koju te tačke omeđavaju, 
posve unutar kružnice, pa stoga se kaže, daše obje crte sijeku, 
a njihove zajedničke tačke zovu se sj ecišta; pravac se zove 
sekanta kružnice. 

2. Ako pravac i kružnica imaju samo jednu zajedničku 
tačku, onda su sve druge tačke toga pravca izvan kružnice, pa 
se kaže, da pravac dira kružnicu u toj tački; on se zove d 1 r- 
n i c a- ili tangenta kružnice, a jedina'zajednička tačka dirnice 
i kružnice zove se diralište. 

Ako se koja sekanta kružnice vrti u ravnini oko jednoga 
svojega sjecišta tako, da se drugo njezino sjecište sve to većma 
približuje k prvomu, dok se ono napokon ne sastaje s prvim, 
dospije sekanta u položaj, u kojem s kružnicom ima samo jednu 
zajedničku tačku, pa je u tom položaju tangenta kružnice. 

1 ) Tri tačke kružnice ne mogu biti u istom 
pravcu (§ 26., posljedak.). 

c) Trima tačk ama, kojenijesuuistompravcu, 
moguće je nacrtati samo jednu kružnicu. 

Dokaz. Uzmemo li, da su zadane tačke A , B, C vrhovi 
trokuta, onda je tačka 0, u kojoj se sijeku sve tri simetrale 
trokutovih stranica, jednako daleka od A, B i C. Stoga su A, 
B i C tačke kružnice, kojoj je 0 središte i OA polumjer. 

Kad bi bilo moguće tačkama A, B, G nacrtati još jednu 
drugu kružnicu, njezino bi središte također bila tačka, u kojoj 
se sijeku simetrale dužina AB, BG i AC, dakle opet tačka 0; 
budući da bi OA bio polumjer te druge kružnice, ona bi se 
morala posve pokrivati s prvom. (Po 2. posljetku u § 42., a.) 

§ 44. Jednake kružnice i jednaki lukovi, a) Dva kruga, 
kojima su polumjeri jednaki, jesu sukladni (§ 42., 
a, 2. posljedak); ujedno vrijedi i obrat. 

Sukladni krugovi i kružnice, koje su njihovi obodi, zovu 
se obično jednaki krugovi odnosno jednake kružnice. 

Posij eci. 1. Ako se krug vrti u svojoj ravnini oko svoga 
središta, pokriva on u svakom položaju sam sebe. Kružnica se 
dakle dade pomicati u sebi samoj. 
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2. Krug je centrično simetričan lik. 

i) Lukovi jednakih polumjera, t. j. lukovi iste kružnice ili 
jednakih kružnica, zovu se jednaki, kad se oni mogu tako 
sastaviti, da se sastanu njihove krajnje tačke, dakle i sve između 
njih; jednaki su lukovi dakle sukladni. Otud izlazi, da se 
lukovi jednakih polumjera mogu zbrajati, odbijati, da se svaki 
luk dade pomnogostručiti, podijeliti i mjeriti lukom, koji ima 
s njim jednaki polumjer. 


§ 45. Odnošaji između središnjih kutova i njima pri¬ 
padnik tetiva i lukova, a) Jednakim središnjim kuto¬ 
vima iste kružnice ili jednakih kružnica pri¬ 
pada j u j e đ n a k e tetive i j e d n a k i lukovi. 



Lik 27. 


Dokaz. Neka je (lik 27.) <^AOB = 
A 1 OB 1 ; ako se jedan kut položi na drugi tako, 
da se pokriju njihovi krakovi, pokrit će se pri¬ 
padne tetive i lukovi. 

b) Prethodni se poučak može obrnuti na 
ova dva načina: 

i. Jednakim tetivama iste 
kružnice ili jednakih kružnica 


pripadaju jednaki središnji kutovi i jednaki 


lukovi.' 


Dokaz. Iz AB — A 1 B 1 (lik 27.) izlazi, daje ABO A 1 B 1 0, 
dakle a = a x ; ujedno je po prethodnom poučku are AB = 
are A X B V 

1 Jednakim lukovima iste kružnice ili je¬ 
dnakih kružnica pripadaju jednaki središnji 
kutovi i je dn ake tetive. 


Dokaz. Ako je (lik 27.) are AB = are A t B v mogu se ti 
lukovi tako sastaviti, da se sastanu njihove krajnje tačke; onda 
se pokriju njihove tetive i također njihovi središnji kutovi. 


c) Jedinicom za mjerenje kružnih lukova uzima se 360. dio 
iste kružnice; takav se dio zove lučni stupanj (°); njemu 
pripada središnji kut, koji je kutni stupanj. Lučni se stu¬ 
panj dijeli na 60 lučnih minuta ('), lučna se minuta dijeli 
na 60 lučnih sekunda ("). 


Iz prethodnih poučaka izlazi: Središnji kut ima isto 
toliko kutnih stupnjeva, minuta i sekunda, ko¬ 
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liko lučnih stupnjeva, minuta i sekunda ima 
njemu pripadni luk. 

U tom se smislu kaže, da se kut mjeri lukom kružnice, 
kojoj je središte u vrhu kuta. 

Polovina kružnice zove se p o 1 u k r u ž n i c a, četvrti dio 
zove s,e k v a dr an t, šesti dio sekstant, osmi dio o k t a n t. 

§ 46. Poučci o tetivama kružnice, a) Simetralasvake 
tetive ide središtem kružnice; ona je dakle ujedno 
normala sa središta na tetivu i sa¬ 
stavnica središta s polovištem tetive. 

Dokaz. Ako se krajnjim tačkama 
tetive povuku polumjeri, postaje isto- 
kračan trokut i primjenom § 30. iz¬ 
lazi istinitost tvrdnje. 

b) Usporedne tetive iste 

kružnice imaju zajedničku si¬ 
ni et ralu, jer pravac, koji je sa sre¬ 
dišta potegnut okomito na jednu od Lik 28. 

tih tetiva, također je okomit na dru¬ 
gima, pa je dakle simetrala svih usporednih tetiva. 

Posljedak. Krug je aksijalno simetričan lik i svaki je 
premjer os simetrije. 

c) Jednake tetive iste kružnice jednako su 
daleke od središta; veća od'dvije nejednake 
tetive bliža je središtu. Obrnuti poučci vri¬ 
jede također. 

Dokazi. Neka je (lik 28.) AB = CD , OE]_AB, OFJ^CD, 
dakle također AE = DF. Iz sukladnosti obaju trokuta OAF i 
ODE izlazi OE=OF. 

Ako je CG>CD (lik 28.), neka se povuče OH J_ CG\ 
onda je OH > OE i u trokutu CER je oc > [3. Budući daje 
rt -f- -f = (i -|- § = R, to je dakle y<S i otud izlazi OH<jOF. 

Nemaju li obje nejednake tetive zajedničku krajnju tačku, 
kao na pr. AB i CG (lik 28.), onda se s tačke C povuče 
tetiva CD = AB. Ako je CG > AB, dakle CG > CD, bit će 
OH < OF , no budući da je OE = OE, to je OH ■< OE. 

Obrnuti poučci mogu se indirektno dokazati. 

§ 47. Poučci o tangentama kružnice, a) Pravac, koji 
je u krajnjoj tački polumjera na njemu okomit, 
Segen: Geometrija za više razrede srednjih škola. . 3 
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jest tangenta kružnice. Istinitost izlazi iz § 43., jer je 
daljina toga pravca od središta, jednaka polumjeru kružnice. 

Obrnuti poučci. 1. Tangenta kružnice okomita je na 
polumjeru, koji je potegnut njezinim diralištem. 

2. Okomica sa središta kružnice na tangentu ide njezinim 


diralištem. 

3. Okomica na tangenti u njezinu diralištu ide središtem. 
b) Dužine, koje su ometene sjecištem dviju 
tangenata iste kružnice i diralištima tange¬ 
nata, međusobno su jednake. 


Dokaz. Budući da je 
AOC ^ BOC (lik 29.), mora 

... biti AC=BC. 

Gesto se dužine AC i BC 
/ i zovu ukratko tangente. 

ć4—\ -|-r- c) Pravac, koji je po- 

\ ! / tegnut središtem kružnice 

\j i sjecištem dviju njezinih 

tangenata, jest simetrala 1. 
kuta, što ga čine obje tan- 
Lik 29. gente, 2. kuta, što ga čine 

polumjeri, koji su pote¬ 


gnuti diralištima, i 3. tetive, koja sastavlja oba di¬ 
ra 1 i š t a. 

Istinitost tili poučaka izlazi iz sukladnosti obaju trokuta 
AOC i BOG (lik 29.) i iz svojstava simetrale dužine AB. 

§ 48. Obotlni kutovi. Kut, kojemu je vrh u obodu kruga 
i krakovi su mu dvije sekante oboda ili sekanta i tangenta 
oboda, zove se obodni kut. 0 luku, kojemu su kiajevi u 
krakovima obodna kuta i koji je između 


A) krakova, kaže se da pripada tomu 
obodnomu k u t u, ili obrnuto, da obodni 
kut pripada tomu luk u. 

s) Obodni je kut polovina 
središnjega kuta, koji pripada 
istomu luku. 

Dokaz. Neka je (lik 3Q.) BAC=a. . 



Lik 30. 


obodni kut, kojemu su krakovi tangenta AC i sekanta AB, AOB P 
središnji kut, koji pripada istomu luku BEA. Ako se potegne 


OE I AB, to je AOE=l$, no ujedno je AOE= a, jer su 
kutovi AOE i a komplementi kuta 7 ; dakle mora biti a=tp. 

Ako je tupi kut DAB = 2 R — a zadani obodni kut, dakle 
konveksni kut BOA = 4 B — [3 središnji kut, koji pripada istomu 
luku BEA, onda je po prethodnomu a = AP, dakle 2It —<x = 
g _R — |( 3 , pa otud izlazi 2 B — a = 1(4 B — p). 

Ako je obodni kut, kojemu je jedan krak tangenta, prav 
kut, onda se istinitost poučka uviđa neposiedno. 

Ako je (lik 31.) BA G --- a obo¬ 
dni kut, kojemu su krakovi dvije se¬ 
kante AB i AC, dakle BOC = a, 
središnji kut*), koji pripada istomu 
luku BC, onda iz prethodnoga dokaza 
izlazi p -j- a = i (Pi 4" a i) i P — l Pi ’ 
dakle je a = -i a r 

Po sijeci, i. Svi obodni kutovi,, 
koji pripadaju jednakim lukovima iste 
kružnice ili jednakih kružnica, međusobno su jednaki (jei sre¬ 
dišnji kutovi, koji pripadaju tim lukovima, jesu jednaki). 

2. Dva obodna kuta, kojima su vrhovi na suprotnim stra¬ 
nama iste tetive i kojima su krakovi potegnuti krajnjim tačkama 
ove tetive, jesu suplementni kutovi (jer zbroj središnjih kutova, 
koji pripadaju tim obodnim kutovima, jednak je 4 B). 

b) Geometrijsko mjesto vrhova svih jednakih 
kutova, kojima su krakovi potegnuti krajevima za¬ 
dane dužine i kojima su vrhovi 11 a istoj strani te 
dužine, jest luk neke kružnice, koji je omeđen kraj¬ 
njim tačkama- zadane dužine. 

Dokaz. Neka je AB (lik 32.) zadana 
dužina i ACB = a zadani kut. Ako se 
tačkama A, B, C nacrta kružnica, to je - 
svaki obodni kut. kojemu je vrh u luku 
ACB i kojemu su krakovi potegnuti tačkama 
A- i B, jednak kutu a (na pr. ABB = a). 

Ako je E neka tačka 11 a istoj strani od AB, - a 
no izvan kružna odsječka ACB , dobije se Lik 32 . 

AEB < a; ako je F neka tačka na istoj 
strani od AB, 110 u odsječku ACB, bit će AEB > a. 

-v *) U 31. liku treba k središtu kružnice metnuti slovo (). 
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c ) Obodni kut, kojemu su krakovi potegnuti 
krajnjim tačkama premjera, jest prav kut. 

Dokaz. Središnji kut, koji pripada polukružnici, jest spružen: 
dakle je obodni kut, koji pripada polukružnici, prav kut. 

P oslj edak. Geometrijsko mjesto vrhova svih pravih ku¬ 
tova, kojima su krakovi potegnuti krajnjim tačkama zadane du¬ 
žine, jest kružnica, kojoj je premjer zadana dužina. 

§ 49. Kružnica i trokut. Mnogokut, kojemu su vrhovi 
tačke kružnice (njegove su stranice dakle tetive), zove se teti¬ 
va 11 ) a kaže se, da je mnogokut upisan u kružnici ili kru¬ 
žnica opisana oko mnogokut a. 

Ako su stranice mnogokuta tangente kružnice, zove se on 
tangencijalni mnogokut, a kaže se, da je mnogokut opisan 
oko kružnice ili kružnica upisana u njemu. 

U svaki se trokut može kružnica upisati i 
oko njega može se kružnica opisati (§ 29., c i 
§ 28., c). 

Dodaci. 1. Središte kružnice, koja je opisana oko pravo¬ 
kutna trokuta, jest polovište hipotenuze (§48., c); ako je kružnica 
opisana oko šiljastokutna trokuta, njezino je središte u trokutu, 
ako je ona opisana oko tupokutna trokuta, njezino je središte 
izvan trokuta. 

Ako je naime (lik 41.) BAC<CB, to je BOG < 2 R (§ 48.), 
i t. d. 

§ 50. Dvije kružnice. Kružnice, koje imaju isto središte, 
zovu se koncentrične. Dio ravnine, koji je omeđen dvjema 
koncentričnim kružnicama, zove se kružni vijenac; dio 
kružna vijenca, koji je između dva polumjera veće kružnice, zove 
se isječak ili sektor vijenca. 

Dvije kružnice, koje imaju različna središta, zovu se e'k s- 
centrične; pravac, koji je potegnut njihovim središtima, zove 
se centrala, a razmak obaju središta zove se središnja ili 
centralna daljina. 

Dvije ekscentrične kružnice mogu međusobno imati pet 
bitno različnih položaja. Ako je naime c središnja daljina dviju 
kružnica, r — r x (gdje je r > rj razlika, r-\-r x zbroj obaju po¬ 
lumjera, onda imamo ove poučke: A k o j e 


a) c<r — r x , obje kružnice nemaju zajedni¬ 
čkih tačaka i ona, koj oj je r x polumj e r, jest unutar 
drug e*); 

b) c — r — r v obje se diraju i ona, kojoj j e r x 
polumjer, jest unutar druge; 

c) r — r x < c <( r -j- r v obje se sijeku u dvije 
tačke; 

d) c = r -j- •/"], obje se diraju i jedna je izvan 
druge; 

e) e> r-\-r v obj e k r u ž n i c e nemaju zajedničkih 
tačaka i j e d n a j e izvan druge. . 

Dokazi. Ako su 0 i O x (lik 33.) središta dviju kružnica 
k i k v kojima su r i t\ polumjeri, B i C tačke, u kojima cen¬ 
trala OO x siječe kružnicu Jc v onda je od 
svih tačaka kružnice 7c x tačka B najbliža 
središtu 0, dok je tačka C najdalja od sre¬ 
dišta 0 (§ 42., b). 

a) Iz e < r — r x izlazi c-\-r x < r, da¬ 
kle OC < r. Stoga je C i prema tomu svaka Lit 33 . 

druga tačka kružnice k L unutar kružnice k. 

b) Iz c — r — r 1 izlazi c-j-r 1 =r, dakle 0C = r. Stoga je 
C na kružnici k, dok su sve druge tačke kružnice \ unutar 
kružnice k. 

Pravac, koji je u C okomit na centrali 00 v zajednička je 
tangenta obiju kružnica (§ 47., a), pase zato kaže, daše one di¬ 
raju u ( 7 , i to iznutra, jer je kružnica \ unutar kružnice k. 

c) Iz r — r, < e izlazi r ■< r x c ili r < OC , t. j. OC >r, 
dakle je tačka C izvan kružnice k. No budući da je ujedno 
c < r + r x ili c — r 1 < r, dakle OB < r, to je B unutar kružnice 
k. Stoga je jedan dio kružnice \ izvan kružnice fc, a drugi je 
dio unutar te kružnice, pa se dakle kružnice k i li x sijeku u 
dvije tačke. Više nego dvije zajedničke tačke ne mogu biti, jer 
bi se inače obje kružnice posve pokrivale (§ 43., c). 

d) Iz c = r -(- r L izlazi c — r\ = r, dakle OB = r, t. j. tačka 
B je na kružnici 7c, dok su sve druge tačke kružnice \ izvan 
kružnice k. Pravac, potegnut tačkom B okomito na centralu OO v 


*) Kaže se, daje „kružnica unutar (izvan) druge 11 ,(kad je ona rr krugu 
(izvan kruga), koji je drugom omeđen. 
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jest zajednička tangenta obiju kružnica; stoga se kaže, da se one 
diraj u, i to iz vana, jer je kružnica \ ujedno izvan kružnice k. 

e) Iz c>r-j-rj izlazi c — t\ >- r, dakle OB > r, t.j. tačka 
B pa isto tako svaka druga tačka kružnice \ jest izvan kružnice 
k, te Jc i k t nemaju zajedničkih tačaka. 

Dodaci: i. Obrati prethodnih poučaka vrijede također i 
mogu se indirektno dokazati. 

2. Ako se dvije kružnice sijeku, sjecišta su simetrična s 
obzirom na centralu. 

3. Ako dvije kružnice imaju samo- jednu zajedničku tačku, 
ta je tačka u njihovoj centrali. 

Istinitost dodataka pod br. 2. i 3. izlazi iz simetrije obiju 
kružnica s obzirom na njihovu centralu. 

Konstruktivni zadaci. 

§ 51. Objašnjenja i općene upute, a) Budući da u pla¬ 
nimetriji promatramo likove, koji su sastavljeni od pravaca i kru¬ 
žnica ili su određeni tim crtama, stoga se - mogu planimetrijski 
konstruktivni zadaci svesti na ova dva zadatka: 

1 . Nacrtaj pravac dvjema tačka m a: 

2 . nacrtaj kružnicu, ako je zadano njezino 
središte i njezin polumjer. 

Ta dva zadatka zovu se prvotni zadaci ili postu¬ 
lati; oni se ne mogu svesti na jednostavnije zadatke; kod nji¬ 
hova izrađivanja upotrebljava se ravnalo i šestar. 

Konstrukcija se zove g e o m e t r i j s k a, kad se kod njezina 
izrađivanja upotrebljavaju samo navedena pomagala, dok se ona 
zove ’mehaničk a, kad osim tih pomagala upotrebljavamo još 
mjerila, kutomjere i t. d. 

b) Geometrijski konstruktivni zadatak može biti neodre¬ 
đen, određen ili preodređen; u prvom slučaju ima on 
nebrojeno mnogo rješenja (rezultata konstrukcije), u drugom sta¬ 
novit (uopće konačan) broj rješenja, u trećem redovno nema 
rješenja. Kao primjer za ta tri slučaja možemo uzeti ovaj za¬ 
datak: nacrtaj kružnicu, ako su zadane dvije, tri ili četiri nje¬ 
zine tačke. 

Određen zadatak zove se jednoznačan, dvoznačan, 

. . . . n-1 eroznaćan, prema tome, da li on ima jedno rje¬ 
šenje, dva rješenja, . . . . n rješenja. 


I 


► 
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Zadatak je nemoguć, ako se zadani uvjeti protive svoj¬ 
stvima zahtijevanoga lika; na pr. nacrtaj trokut, u kojemu bi bila 
dva prava kuta. 

c) Način, kako valja izraditi, t. j. riješiti koji konstru¬ 
ktivni zadatak, izlazi katkad neposredno iz kojega poučka (na pr. 
crtanje kružnice, kad su zadane tri njezine tačke), no gotovo 
uvijek trebamo ispitati ođnošaj između zadanih i traženih veličina 
s pomoću poučaka i pomoćnih crta, uzevši kod toga, da je tia 
ženi lik već nacrtan prema zadanim uvjetima. Taj se postupak 
zove analiza. Iz analize izlazi neposredno k onst r u k c i j a 
i dokaz, da rješenje zadovoljava zadatak. Napokon se ima izvr¬ 
šiti determinacija, t. j. treba ispitati, pod kojim je uvje¬ 
tima zadatak moguć, dali je neodređen, određen ili preodređen, i 
ako je određen, da li je jednoznačan, dvoznačan ili mnogoznačan. 

§ 52. Određivanje tačaka. (Analiza geometrijskim mje¬ 
stima.) a) Odredi tačku, koja je od zadane tačke 

A udaljena za cl. . . 

Taj je zadatak neodređen, jer sve tačke kružnice, kojoj je 
A središte i cl polumjer, zadovoljavaju taj zadatak. Istaći tieba, 
da samo jedan uvjet, koji ima zadovoljiti položaj tačke, ne od¬ 
ređuje posve izvjesno, gdje je ona, već je time određeno »amo 
neko geometrijsko mjesto svih tačaka, koje zadovoljavaju za¬ 
dani uvjet. 

b) Odredi tačku pravca p, k o j a j e od zadane 
tačke A udaljena za d (lik 34.). 

Analiza. Tražena je tačka 
određena s dva geometrijska mjesta: 
prvo je pravac p, drugo je kružnica, 
kojoj je A središte i *cl polumjer. Za¬ 
jedničke tačke obaju geometrijskih 
mjesta zadovoljavaju zadatak. 

Konstrukcija i dokaz iz¬ 
laze neposredno iz analize. 

Determinacija. Zadatak je nemoguć, jednoznačan ili 
dvoznačan prema tome, da li je dužina cl manja od daljine 
tačke A od pravca p, jednaka toj daljini ili veća od nje. 

Dodatak. Ako je A tačka pravca p, onda zadatak zahti¬ 
jeva, da se odredi druga tačka B toga pravca tako, da dužina 
ATI bude jednaka dužini cl. Taj je zadatak dvoznačan, no po- 


A/' 


Bi 

Ah: 




\d 




,r-.. ., r * 

Lik 34. 
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staje jednoznačan, čim se naznači, na kojoj strani od A neka 
bude druga krajnja tačka B. 

c) Odredi tačku, koja je od t a č k e A udaljena 
za dužinu a, od tačke za b: neka je ujedno a>b 
(lik 35.). 


| a ] | % ^ Analiza. Tražena tačka mora biti 

na kružnici, kojoj je A središte i a polu- 
m j er < P a na kružnici, kojoj je B središte i 
91 A* \ b polumjer. Zajedničke tačke obiju kružnica 
i jf-'t""Tjt -j zadovoljavaju zadatak. Otud izlazi kon- 

/ struk čija i dokaz. 

. * '' Determinacija. Po poučcima u 

Lik 35. § 50. ili s obzirom na odnošaj među stra¬ 

nicama trokuta ABX izlazi: 

1. zadatak je nemoguć, kad je a — b > AB > a -j- b ; 

2. on je jednoznačan, kad je AB = a — b ili AB = a + b\ 

3. on je dvoznačan, kad je a—b<__ AB < a -)- b. 

d) Odredi tačku, koja je od dvije zadane 
tačke A i B jednako udaljena, i to za d. 

Analiza i konstrukcija. Uzmi, da je u prethodnom 
zadatku a = b = d. 


Determinacija. Zadatak je nemoguć, jednoznačan ili 
dvoznačan prema tome, da li je i AB > d, i AB = d ili j AB< d. 

e) Odredi tačku, koja je sa za- 
danomtačkom 0 simetrična s obzi¬ 
rom na zadani pravac p (lik 36.). 

Analiza. Tražena je tačka P od 
svake tačke simetrale p isto tako daleka 
kao što tačka 0. Otud izlazi konstrukcija. 
Uzmi kojegod dvije tačke MiN simetrale p, 
Lik 36. a tačkom 0 nacrtaj dva luka, kojima su 

te tačke središta. Ti se lukovi sijeku u tra¬ 
ženoj tački P. 

Zadatak je određen i jednoznačan. 



§ 53. Zadaci o dužinama, okomicama i kutovima, a) N a- 

crtaj simetralu dužine AB (lik 37.). 

Konstrukcija. Odredi dvije tačke X i F, od kojih je 
svaka jednako daleka od A i B. Pravac XY je tražena simetrala. 
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b) Raspolovi dužinu AB (lik 37.). 

Rješenje. Nacrtaj njezinu simetralu XY\ onda je 
AP=PB. 

c) Nacrt aj simetralu k’u t a MON (lik 38.) ili ras¬ 
polovi taj kut. 

• : >[a 

'' i N . 


Lik 37. Lik 38. 

Analiza. Tražena je simetrala ujedno simetrala dužine 
AB, gdje je AOB istokračan trokut. Time je zadatak sveden na 
zadatak pod a). 

Konstrukcija. Lukom kružnice, kojoj je 0 središte, 
odreži OA = OB ; zatim odredi tačku X, koja je jednako 
udaljena od i i B. Pravac OX je tražena simetrala. 

Dokaz izlazi neposredno iz konstrukcije. 

d) Tačkom potegni okomicu na zadani pravac. 

1. slučaj: Tačka 0 je izvan zadanoga pravca p. 

Prva konstrukcija (lik 38.). Odredi dvije tačke A i B 
pravca p, koje su od 0 jednako daleke, i kojugod drugu 
tačku X, koja je od tačaka A i B također jednako daleka. 
OX je tražena okomica. 

Druga konstrukcija (lik 36.). Odredi tačku P, koja je 
prema tački 0 simetrična s obzirom na pravac p. OP je tražena 
okomica. 

2. slučaj: Tačka A je u zadanomu pravcu. 

Prva konstrukcija. U pravcu p nanijet će se od A 
na obje strane jednake dužine AM = AN\ simetrala dužine MN 
jest tražena okomica. 

Druga konstrukcija (lik 39.). Tačkom A nacrtaj kru¬ 
žnicu, kojoj je središte kojagod tačka 0 izvan pravca p, no ta 
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kružnica neka siječe pravac p u još 
jednoj tački M. Drugi kraj X pre- 
/ \ mjera MX je tačka tražene okomice, 

jer je kut MAX obođni kut, koji pri- 
• i ; pada polukružnici, i stoga je on .prav; 

/ dakle je AX p. 

\ \ J$f 

-- P e) P r e n e s i zadani kut, t. j. 

nacrtaj kut, koji ć e b i t i je¬ 
dnak zadanomu kutu BOO^sf a, 
Lik 39. , . i 71 r ■ ’ i 

ako j e zadan vrli M i j e cl an 

krak MN. (lik 40.). 

Analiza. Neka je NMK traženi kut. Ako se nacrtaju 
lukovi, kojima su središta tačke 0 i M i kojima su polumjeri 
\ j jednaki, onda, su po § 35. ili 

_ \J po § 45. tetive BG i DE je- 

A /r 5 / dnake. 

\ / J" Konstrukcija tačke E sve- 

Vy / \\ đena je dakle na zadatak 

* / '% § 52., e). 

~sžr ~J) Jv' Determinacija. Za- 

4 Q datak je dvoznačan, no po¬ 

staje jednoznačan, kad se 
odredi, na kojoj strani zrake MN neka bude drugi krak ME. 

f) Tačkom A nacrtaj uspoređnicu prema 
pravcu BG (lik 41.). 

/j> Konstrukcija. Ta- 

/v, čkom A i kojomgođ tačkom I) 

/ \\ pravca- IIC potegni pravac i 

.. . .A-I V; . prenesi kut ABC—a. u po- 

Az- -__ v 

■M-. N \\ "" “ ložaj DAM — a ili u položaj 

V\ / ■ \\ PAN — a; onda je MN || BG. 

HA _ \;£- _Ne treba nacrtati pravca AD. 

, 78 / i G ve ć samo lukove, kojima su 

* Jb • 

~ ~ središta A i D i kojima su 

polumjeri jednaki dužini AT). 

pa onda načini DH == AG. Pravac Ali je usporedan s BG. 


Lik 40. 


a ,ai 
J? 


F 

Lik. 41. 


pa onda načini DH 


§ 54. Zadaci o trokutima, a) Nacrtaj trokut, 
ako su zadane tri njegove sastavni ne, na pr. 
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dvije stranice a , b i kuta, koji je nasuprot stranici a 
(lik 42.). 

Konstrukcij a. Nacrtaj MAN = a, AG = b, pa odredi 
zajedničke tačke zrake AM i kružnice, kojoj je G središte i du¬ 
žina a polumjer. ^ 

ClTrolrn + c» r /ci i/Ari ni pira G/ 


žma a polumjer. 
Svaka ta zajednička 
tačka je treći vrh 
traženoga trokuta. 

Dokaz izlazi 
iz konstrukcije. 

Determina- 
cij a. Ako je a > b, 
onda nacrtana kru- 







i ; \ v \ Sss N s ^ 

\ 

/ 

V, i .V'\ 



A. i 




\ , Lik 42. 

onda nacrtana kru¬ 
žnica siječe zraku AM samo u jednoj tački; zadatak je dakle 
jednoznačan (isporecli. III. poučak sukladnosti, § 36.). 

Za a <j b i a>B zadatak je nemoguć, jer najvećem kutu 
trokuta mora biti nasuprot najveća stranica. 

Za a = b i a < B zadatak je jednoznačan. 

Za a < i i a < 11 bit će zadatak nemoguć, jednoznačan ili 


dvoznačan prema tome, da li je a < CB V a — CB i ili GB V 
gdje je GB i _j_ AM. 

b) Nacrtaj trokut, ako je zadan zbroj (b -)- c) 
dviju stranica, stranica a i suprotni joj kuta. 

Analiza pomoćnim liko m. Neka je (lik 43.) ABC 
traženi trokut. Produžimo stranicu GA tako, da je AD = c\ tro¬ 
kut BCD određen je dvjema strani- ^ 

čama CD = b A- c, BC~ a i kutom s;\ 

1 ■'£*. ' i( y\ 

BDC—l-o.-, vrh A traženoga trokuta 

je u DC i u simetrali stranice DD. N 

jer je BAD istokračan trokut. _ // \ 

Konstrukcija i dokaz iz- /k\ 

laže neposredno iz analize. // \a 

Determinacija. Zadatak ima 
rješenje, kad je b -j- O a i kad kru- a# a 

žnica, kojoj je C središte i a polu¬ 
mjer, siječe ili dira zraku DM. Dobi- 
jemo dva trokuta ABC i A 1 B 1 C, koji 
su sukladni, ili samo jedan trokut, koji je pravokutan. 


Lik 43. 
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§ 55. Zadaci o kružnicama i tangentama, a) Oko za¬ 
dana trokuta opiši kružnicu ili trima zadanim 
tačkama nacrtaj kružnicu (§49. i § 28., c). 

b) U zadani trokut upiši kružnicu (§49. i 
§ 29., c). 

c) Odredi središte zadane kružnice ili za¬ 
dana kružna luka. 

Odredi sjecište simetrala dviju neusporednih tetiva (§ 46.). 

d) P r en esi zadani luk, t. j. odredi luk, koji je 
jednak zadanomu luku iste kružnice (§ 45., b). 

ej Raspolovi luk zadane kružnice (§ 45., a ). 

f) P o d i j e 1 i obod kruga na 2,4, 8, 16, 32 ... . 
jednaka dijela, uopće na 2“ jednakih dijelova. 

g) Podijeli [obod kruga na 6 jednakih dije¬ 
lova. 

Analiza. Središnji kut, koji pripada sekstantu, jednak je 
60°; otud izlazi, da je tetiva sekstanta jednaka polumjeru kružnice. 

h) Podijeli obod kruga na 12 = 6.2 = 3.4, 

24 = 3.2 3 , 48 = 3.2 4 , .uopće na 3.2” jednakih 

dijelova. 

i) Zadanom tačkom kružnice nacrtaj tan¬ 
gentu te kružnice (§ 47., a). 

j) S tačke, koja je izvan kružnice, nacrtaj 
tangente na tu kružnicu. 

Analiza. Budući da je u trokutu OAC (lik 29.) kut OAC 
prav, mora biti diralište A tačka polukružnice, kojoj je OG pre¬ 
mjer (§ 48., c). Otud izlazi konstrukcija i dokaz. Zadatak je 
dvoznačan, t. j. svakom tačkom, koja je izvan zadane kružnice, 
mogu se nacrtati dvije tangente na tu kružnicu. 

k) Neka se nacrta kut, koji je jednak zada¬ 
nomu kutu a i k o je mu su krakovi potegnuti 
krajnjim tačkama zadane dužine AJB. 

G /^~e 'X Neka je (lik 44.) Alt zadana dužina. Na- 

/ \ i \ crtaj BAC — a, AF _[_ AC, pa simetralu DF du- 
I )b žine AB. Zatim nacrtaj kružnicu, kojoj je sre- 

\ i JkJ dište 0 sjecište pravaca AF i DF, pa kojoj je 

■—^ polumjer dužina OJ. 

Lik 44. 
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Svaka tačka luka AGB može se uzeti za vrh kuta, koji 
zadovoljava zadatak (§ 48., a, 1. posljedak). Zadatak je dakle 
neodređen. 

četverokut. 

§ 56. Objašnjenja i poučak. Svakoj stranici četverokuta 
nasuprot je stranica, svakomu kutu kut. 

U četverokutu se mogu potegnuti dvije dijagonale. Svaka 
dijagonala dijeli konveksni četverokut na dva trokuta. Odsele će 
se promatrati samo konveksni četverokuti. 

Zbroj kutova četverokuta jednak je 4 R. 

Dokaz. Dijagonala dijeli četverokut na dva trokuta; zbroj 
kutova, četverokuta jednak je zbroju svih šest kutova tih dvaju 
trokuta, dakle je jednak 4 R. 

§ 57. Yrste četverokuta. S obzirom na međusobni položaj 
stranica dijele se četverokuti na tri vrste, koje se zovu: para¬ 
le 1 o g r a m, trapez i trapezoid. 

Paralelogram je četverokut, kojemu su svake dvije 
suprotne stranice usporedne (paralelne). Trapez je četverokut, 
kojemu su samo dvije suprotne stranice usporedne. Trape¬ 
zoid je četverokut, kojemu nije ni jedna stranica ni s jednom 
drugom stranicom usporedna. Trapezoid zove se deltoid, 
kad se u krajnjim tačkama jedne njegove dijagonale sastaju po 
dvije jednake stranice. 

Kojagod stranica paralelograma može se uzeti za njegovu 
osno vnicu; onda se daljina osnovnice od suprotne stranice 
zove visina paralelograma. Kod trapeza uzimlje se jedna 
njegova usporedna stranica za osnovnicu; daljina osno¬ 
vnice od suprotne usporedne stranice zove se visina trapeza. 
Neparalelne stranice trapeza zovu se njegovi krakovi. 

§ 58. Poučci o paralelogramu. U svakom su para- 
1 e ]JLg r a m u 

a) po dva suprotna kuta jednaka, 

b) po dvije suprotne stranice jednake. 

c) Svaka dijagonala dijeli paralelogram na 
dva sukladna trokuta. 

d) Dijagonale paralelograma-raspolovljuju 
se međusobno. 
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Dokazi. Neka je ABCD (lik 
45.) paralelogram, dakle AB || ĐC , 
AB |j BG. 

a) Krakovi suprotnih kutova jesu 
inverzno usporedni, stoga su (po § 17., b) 
ti kutovi jednaki. 

b) i c) Iz AC=AC, a 1 — y 2 i a ž = izlazi, da je 
i\ABG ^ CBA ; stoga je AB = CD i BC= DA. 

đ) Budući da je A ABC) A 2 CDO, mora ,biti AO—CO i 
IH) DO. 

Po sijeci. 1. Paralelogram je centrično simetričan lik: 
sjecište dijagonala je središte simetrije i zove se središte para- 
lelograma. 

2. Dužina, koja sastavlja dvije tačke u opsegp paralelo- 
grama te ide središtem paralelograma, raspolovljena je tim sre¬ 
dištem. (Premjer paralelograma.) 

3. Usporedne dužine, kojima su krajnje tačke u dva uspo¬ 
redna pravca, međusobno su jednake. Kako glasi ovaj poučak, 
ako su dužine okomite na usporednim pravcima 1 (§ 32.) 

Dodaci. 1. Ako je u paralelogramu jedan kut prav, svi 
su njegovi kutovi pravi; takav se paralelogram zove pravo¬ 
kutan. ' 1 i 

2. Ako su dvije raznosmjerne stranice paralelograma jednake, 
sve su njegove stranice jednake; takav se paralelogram zove 
istostraničan. 

§ 59. Obrati poučaka u § 58. Četverokut je pa r a- 
lelogram, kad su 

a) svaka dva suprotna kuta jednaka, ili 

b) svake dvije suprotne stranice jednake, ili 

c) kad ga svaka dijagonala dijeli na dva su¬ 
kladna trokuta, ili 

d) k a d se njegove dijagonale međusobno 
r a s p o 1 o v 1 j u j u. 

Dokazi, a) Iz (lik 45.) a [3 = 8 i a -f- (3 -j- y -j- o = 4 B. 
izlazi 2a -j- 2 [3 == 4 B ili a -(- p =«= 2 B. Stoga je AD || BC. 

Isto tako je a -|- S == 2 R i otud izlazi AB [| DG. 

b) Iz AB = DC i BC = AD izlazi A ABC & CD A. 

Dakle je a x = p, i -p == a 2 , pa stoga je AB || DG i BC || AD. 


c) Ako su trokuti ABC i CD A sukladni, onda su zaje¬ 
dničkoj stranici nasuprot jednaki kutovi; dakle je [3 = 8. Isto tako 
se dobije a = y. Primjenom prethodnoga poučka pod a) izlazi 
istinitost tvrdnje. 

d) Neka je 0 sjecište dijagonala i AO = OC , BO=OD. 
Otud izlazi A -4 BO sg CDO; stoga je AB = DG. No budući da je 
također BCO sg DAO , to je BC = AD. Primjenom prethodnoga 
poučka pod b) izlazi istinitost tvrdnje. 

Dodatak. U svakom poučku § 58. jesu dvije pretpo¬ 
stavke {AB |! DG i AD || BC) i dvije tvrdnje, stoga se mogu iz¬ 
vesti još drugi"valjani obrati. Napose navest će se ovaj; 

e) Četverokut je paralelogram, kad su mu 

dvije suprotne stranice jednake i usporedne. 

Dokaz. Iz AB = DC i AB |j DG izlazi A ABC se ODA, 
dakle je također BG = AD, i t. d. kao u dokazu kod b). 

§ 60. Vrste paralelograma. S obzirom na kutove dijele 
se paralelogrami na pravokutne i kosokutne, a s ob¬ 
zirom na stranice dijele se na istostranične i razno- 
stranične (§'58. dodaci.). 

Otud izlaze ove četiri vrste paralelograma: 

1. Pravokutan i istostraničan paralelogram ili kvadrat: 

2. pravokutan i raznostraničan paralelogram ili pravo- 
k u t n i k ; 

3. kosokutan i istostraničan paralelogram ili r o m b : 

4. kosokutan i raznostraničan paralelogram ili r o m b o i đ. 

§ 61. Pravokutan paralelogram. a) Dijagonale pra¬ 
vokutna paralelograma jesu jednake. 

b) Simetrala svake stranice pravokutna 
paralelograma ujedno je njegova simetrala. 

c) Oko svakoga pravokutnoga paralelo¬ 
gram a može se kružnica opisat i, a sjecište di¬ 
jagonala njezino je središte. 

Dokazi, a) Budući da je 
.A ABC sg HAJ) (lik 46.), to je 
AC = BD. 

b) Nacrtaj simetralu EF stra¬ 
nice AB i okreni četverokut EBCF 
oko EF na drugu stranu ; onda padne 
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B na A , 0 na D. Isto se tako razbira, da je simetrala GH stra¬ 
nice BG također simetrala pravokutnoga paralelograma ALCI), 
c) Budući da je AC = BD, to je (po § 58., đ) 

' AO = BO= CO = 1)0. 

§ 62. Istostraničan paralelogram. Svaka dijago¬ 
nala istostranična paralelograma je sime¬ 
trala 

oj druge njegove dijagonale, 

b) obaju kutova paralelograma, kojima su 
vrhovi njezine krajnje tačke, 

c) samoga istostraničnoga paralelograma. 

d) U svaki se istostranični paralelogram 
može kružnica upisati, a sjecište dijagonala 
je njezino središte, (lik 47.) 

Dokazi, a) Izlazi iz § 28., po¬ 
sljedak 2. 

b) i e) Ako se trokut ABC okrene 
oko AC na drugu' stranu, past će, po a), 
tačka B na B; stoga je BAC = DAC 
i t. d. 

d) Sjecište 0. dijagonala jest u sime- 
tralama svih kutova paralelograma, pa 
stoga je jednako daleko od svih stranica. 
Dodatak. Kvadrat ima sva svojstva, koja su navedena 
u § 61. i § 62. 

§ 63. Primjene, a) Ako se 

na kojem pravcu odmjeri 
više jednakih dužina, jednu 
do druge, i njihovim kraj¬ 
njim tačkama potegnu 
usporedni pravci, onda te 
usporednice na svakoj 
drugoj svojoj priječnici 
odsijecaju isto tolikome- 
đusob no jednakih dužina. 
Dokaz. Neka je (lik 48.) 

1.1: = A j -i , 2 —- A 2 A 3 —... —: Afi-iAn 

i AB || A 1 B 1 || A. 2 B 2 || .|| A„B.^ 
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Ako je b || a, izlazi istinitost tvrdnje neposredno iz § 58., b). 
Ako pravci a i b nijesu usporedni, povucimo BC 1 \\B 1 C 2 \\ 
B 2 C S || .... || B n —i G n ; onda su trokuti BB 1 C 1 , B X B 2 C 2 , 
B 2 B 3 C S , .... B n — iB n Gn sukladni, pa zato je BB X = B X B 2 = 
B 2 B 3 = ....= B n — iB n . 

Dodatak. Poučak pod a) vrijedi i onda, kad priječnica 
b siječe pravac a između tačaka 1 i ij ili A 1 i A 2 .. . .-, ili 
kad je pravac b potegnut jednom od tih tačaka. 

b) Konstruktivni zadatak. Razdijeli dužinu 
AB na n jednakih dijelova (lik 49.). 

Prvi način: Krajnjom 
tačkorii A potegni zraku AM i 
na njoj od A prenesi n jednakih 
dužina: AC = GJD = ĐE = ... 

Posljednjom krajnjom tačkom K 
potegni KB, pa tačkama (7, D , 

E ,... potegni usporednice prema 
KB; te usporednice dijele du¬ 
žinu AB na n jednakih dijelova 
(§ 63., «). . 

Drugi način: Potegni 
inverzno usporedne zrake AM i 
BT i na njih prenesi od A 
i B istu dužinu n puta, t. j. 
učini: 

AC= CB = DE =....= BL = LN = NO =....; 

pravci CB, BQ, EI\ .... GN, HL sijeku AB u traženim djeli- 
štima. Po § 59., ej naime je AS || CB || DQ || — || HL || KB i 
s pomoću § 63., a) izlazi valjanost konstrukcije. 

c) Poučak o visinama trokuta. Sve tri visine 
trokuta presijecaju se u istoj tački. 

Dokaz. Svakim vrhom trokuta ABC (lik 50.) povucimo 
usporednicu sa suprotnom stranicom, dakle A 1 B 1 || BA, B 1 C 1 |j 
CB, C X A X || AC. Onda je B X A = CB = AC[, t. j. A je 
polovište dužine B 1 C 1 . Istim se načinom dokazuje, da su 
Segen: Geometrija za više razrede srednjih učilišta. 4 


2> C 





Lik 49. 
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B i C polovišta dužina C l A l i 

Ar-- A 1 B 1 . Otuda izlazi, da su visine 

/ trokuta ABC ujedno simetrale stra- 

\' / nica trokuta A 1 B 1 G V pa stoga 

se moraju sjeći u istoj tački 

ix i (§28 -’ c) - 

ti) Poučci o težišni- 

\ / čama trokuta. Dužina, koja je 

J 4 potegnuta od polovišta trokutove 

r stranice do suprotnoga vrha, zove 
Lik 50. . r , , 

se težišnica trokuta. 

1. Sve tri težišnice trokuta presijecaju se 
u istoj tački, koja se zove težište trokuta. 

2. Težište trokuta dijeli svaku težišnicu 
tako, daje odrezak od vrha do težišta dva puta 
veći od drugoga odreska. 

Dokazi. 1. Neka su AB i BE (lik 51.) težišnice trokuta 
ABC-, T njihovo sjecište, F polovište stranice AB. Ako se po- 
vuče DG i FR usporedno prema BE, 
/\\jj onda tačke G, E, R dijele stranicu AC na 

/ Vyv četiri jednaka dijela, pa zato tačke T, I di- 

F -- \')>\ jele DA na tri jednaka dijela (§ 63., a). 

/ R)' Otud izlazi TD = i AT. Analogno se doka- 

L' \ zuje, da težišnica CF siječe AD u tački T‘, 

B D C za koju je T‘D = .) AT. Dakle je T‘D = TD, 

Lik 51. t. j. tačke T‘ i T sastaju se u istoj tački. 

2. Iz prethodnoga dokaza izlazi AT — 2 . TD, isto tako 
BT= 2 . TE i CT= 2 . TE. 

Dodatak.'Pod osobitim tačkama trokuta ra¬ 


zumijevaju se 1. tačka, u kojoj se presijecaju simetrale stranica; 
2. ona, u kojoj se presijecaju simetrale unutarnjih kutova; 3. ona, 
u kojoj se presijecaju sve tri visine; 4. ona, u kojoj se presi¬ 
jecaju sve tri težišnice. 

U istostraničnom trokutu sastaju se sve te četiri tačke u 
istoj tački. 

§ 64. Srednjica trapeza. Dužina, kojoj su krajnje tačke 
polovišta neparalelnih stranica (krakova) trapeza, zove se sre¬ 
dnjica trapeza. 
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a) Ako se u trapezu polovištem jednoga 
kraka potegne usporednica s usporednim stra¬ 
nicama, raspolavlja ona drugi krak. 

b) Srednjica trapeza usporedna je s njego¬ 
vim usporednim stranicama. (Obrat od a.) 

c) Srednjica trapeza jednaka je polovini 
z b r o j a nj e g o v i h usp or ednih str a- 

nica. F -C— 


Dokazi, a) Izlazi iz § 63., a). U _\ 

b) Dokazuje se indirektno. f 

c) Neka je (lik 52.) EF srednjica tra- _A d 

peza ABCD. Povuci GH\\AD; onda je 

A GBF gi HCF, pa stoga je GB = GR. 

S obzirom na to dobijemo 
EF = AG = AB — GB i 
EF = DR = DG -f- GR, d akle 
2 .EF = AB + DC ili EF = r (AB + DG). 

Dodatak. Kako glase analogni poučci za trokut ? 


§ 65. Istokračan trapez. Trapez, kojemu su krakovi je¬ 
dnaki, zove se istokračan. 

a) Kutovi na svakoj usporednoj stranici 
istokračna trapeza jesu jednaki. 

b) Simetrala jedne usporedne stranice isto¬ 
kračna trapeza ujedno j e si¬ 
metrala samoga trapeza. 

c) Oko istokračna tra¬ 
peza može se opisati kružnica. 

Dokazi, a) Neka je (lik 53.) 

AB || DG, AD=BC; ako se nacrta 
CE || DA, onda je EC = AD — BG. Lik 53. 

Otud izlazi s = (3, no budući da je e = a, 

to je a = (3. Kutovi na drugoj usporednoj stranici DG jesu su- 
plementi jednakih kutova a i (3, stoga su oni također jednaki. 

b) i c) Nacrtaj simetralu FG stranice AB, pa okreni četve¬ 
rokut FBCG oko FG na drugu stranu; onda tačka B pada 
na A, C na D, i t. d. 
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d) Ako je 0 tačka, a kojoj simetrala stranice AB siječe 
simetralu FG trapeza, onda je AO = BO, CO = BO i AO = B0 r 
t- j. 0 je središte kružnice, koja je opisana oko istokračnoga- 
trapeza. 


§ 66. Deltoid. Dijagonala deltoida, što je po- 
tegnuta vrhovima, u kojima se sastaju po dvije- 
jednake njegove stranice, jest simetrala 

a) druge njegove dijagonale, 

b) obaju njegovih kutova, kojima su vrhovi 

krajnje tačke te dijagonale, 





C 

Lik 54. 


cj samoga deltoida. 

d) U svaki se deltoid može 
upisati kružnica. 

Dokazi, a), b) i c) Izlazi iz 2. po- 
slj'etka u § 28., b). 

d) Neka je (lik 54.) 0 tačka, u kojoj si¬ 
metrala kuta ABC siječe simetralu AC del¬ 
toida. Ako se potegne OE J_ AB, OF J_ AB , 
Oćr _]_BC i OH \_BC, onda je 


OE — OF = OG = OH , 


t. j. tačka 0 jednako je udaljena od svih stranica deltoida, pa 
je stoga središte kružnice, koja je u deltoid upisana. 


§ 67. Tetivni četverokut, a) Suprotni kutovi te- 

t i v n'o ga četverokuta jesu suplementni kutovi, 

b) Obrnuto: Oko četverokuta može se kružnica 

Q opisat i, kad su dva njegova su¬ 
protna kuta (a prema tome i 
druga dva) suplementni kutovi. 

Dokazi, a) Izlazi iz 2. posljetka u 
§ 48. a). 

A —" b) Neka je u četverokutu ABCB (lik 

Llk 65 ' 55.) a-j-Y = 2 B, dakle i (B -j— S = 2 7?. Ta- 

čkama A, B, C nacrtajmo kružnicu; da nije četvrti vrh B 
tačka ove kružnice, ona bi morala sjeći stranicu CB (ih pro¬ 
duženje te stranice) u nekoj tački E\ povučemo li zatim 
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AE, dobili bismo tetivni četverokut ABCE , a onda bi moralo 
biti p -j— e == 2 B\ s obzirom na pretpostavku [3 -j- S = 2 B izlazi 
otud s = 6, što ne može biti, jer se to protivi poučku u §-22., 
a). Analogno se dokazuje, da E ne može biti u produženju 
stranice CB. 

§ 68. Tangencijalni četverokut, a) Zbrojevi supro¬ 
tnih stranica tangencijalnoga četverokuta me¬ 
đusobno su jednaki. 

b) Obrnuto: U četverokut se može kružnica 
upisati, kad su zbrojevi suprotnih stranica 
jednaki. 

Dokazi, a) Neka je ABCB (lik 56., a ) tangencijalni če¬ 
tverokut. Po poučku 47., b) imamo AE = AH = m, BE = BF=n , 
i t. d., dakle je AB -)- BC= m -\-n -|-_p -\- q = AB -\-B.C. 

b) Neka je u četverokutu ABCB (lik 56., b) AB -j- BC= 
AB-\-BC. Da kružnica, koja dira tri stranice AB, AB i BC, 


Ć 



Lik 56., a) Lik 56., bj 

ne bi dirala također četvrtu stranicu BC, mogli bismo s jedne 
njezine krajnje tačke, na pr. s tačke C, povući tangentu na 
tu kružnicu; ta tangenta sjekla bi stranicu AB ili produženje 
te stranice u nekoj tački E, pa bi ABCE bio tangencijalan če¬ 
tverokut. Dakle 

bi moralo biti AB CE = AE -j - BC, no po pretpostavci 
imamo AB -j- CB = AB -j - BC; odbivši gornju jednadžbu 

od donje dobivamo 

CB — CE = AB — AE = BE, što ne može biti, 
jer se to protivi poučku u § 25., b). 
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Analogno se dokazuje, da tangenta CE ne može sjeći pro¬ 
duženje stranice AD. 

Mnogolmt. 

§ 69. Poučci o dijagonalama, a) Sa svakoga vrha 
n-t erokuta dadu se potegnuti n —3 dijagonale. 

b) Broj svih dijagonala n-t erokuta jest 

{ n(n — 3). 

c) Svaki konveksni - n-t e r o k u t d a d e s e dija¬ 
gonalama, koje se potegnu s jednoga vrha, raz¬ 
dijeliti na » — 2 trokuta. 

Dokazi, a) Sa svakog vrha M-terokuta može se potegnuti 
n — 1 dužina do ostalih vrhova, no od tih dužina dvije su du¬ 
žine stranice mnogokuta i samo n — 3 ostale jesu dijagonale. 

b) Sa svih vrhova n-terokuta može se potegnuti n (n — 3) 
dijagonala, no budući' da se kod toga svaka dijagonala dva puta 
brojila, to je broj dijagonala -}n («— 3). 

c) Dijagonala A 1 A S dijeli n-terokut A X A. 2 A 3 ... A n na tro¬ 
kut A x A 2 A 3 i na konveksni (n —l)-kut A 1 A s A i ... A n . Svaka od 
dijagonala A t A it A X A 5 , ... A 1 An— 1 odsijeca isto tako jedan tro¬ 
kut i konačno ostaje trokut A 1 A n ^ 1 A„. Odatle izlazi, da je broj 
dobivenih trokuta za 1 veći od broja dijagonala, dakle =n — 2. 

§ 70. Poučci o kutovima. Zbroj svih kutova n-t e- 
terokuta jednak je (n —2) 2 E. 

Dokaz. Ako se n-terokut dijagonalama, koje su potegnute 
s jednoga vrha, razdijeli na n —2 trokuta, to je u tim trokutima, 
zbroj kutova jednak (n —2)2 E, a to je ujedno zbroj kutova n- 
terokuta. 

Po sijeci. 1. Svaki kut pravima w-terokuta jednak e 

■1 U - k 4 E 

n 

2. Zbroj svih iz van j ih kutova w-terokuta jednak je 4 i?. 

§ 71. Pravilan mnogokut. a) Simetrala svake stra¬ 
ni c e i 

b) simetrala svakoga kuta pravilna mnogo¬ 
kuta ujedno je simetrala mnogokuta. 



c) Svaki pravilni n-t erokut ima n si metrala, 
koje se sijeku u istoj tački. 

d) Oko svakoga pravilnoga mnogokuta može 
se kružnica opisati i u svaki se može kružnica 
upisati; tačka, u kojoj se sijeku simetrale mno¬ 
gokuta, zajedničko je središte opisane i upi¬ 
sane kružnice. 

Dokazi, a) Neka je (lik 57.) ABCD . . . MN pravilan 
n-terokut i PO simetrala stranice AB. Ako se dio OPBCD . .. 
oko PO okrene na drugu stranu, pada B na A, C na N, jer 
je ^B = A i BC=AN, D pada na M, jer je <£( C = N i 
GB = NM, i t. d. 

b) Dokazuje se analogno 
okretanjem oko simetrale jednoga 
kuta. 

c) Ako je n tak broj, sime¬ 
trala PO jedne stranice siječe po 
drugi put opseg pravilnoga mnogo¬ 
kuta, i to jednu njegovu stranicu 
(suprotnu stranicu), jer je po a) s 
jedne strane simetrale isto toliko 
vrhova kao i s druge, a ujedno izlazi iz a), da je PO sime¬ 
trala suprotne stranice. Imamo dakle svega J n različnih sime¬ 
trala stranica; analognim ćemo promatranjem naći, da imamo 
također n kutnih simetrala, dakle svega n simetrala mno¬ 
gokuta. 

Ako je n lih broj, simetrala PO jedne stranice siječe 
opseg po drugi put u jednom vrhu i raspolavlja pripadni unu¬ 
tarnji kut (suprotni kut). Dakle je simetrala stranice ujedno si¬ 
metrala suprotnoga kuta, pa stoga imamo svega n simetrala 
mnogokuta. 

Neka je 0 sjecište simetrala dviju obližnjih stranica AB i 
BC, dakle AO = BO = CO. Budući da su tačke D i A sime¬ 
trične s obzirom na BO, to je također DO — AO, dakle je 
CO = DO, a simetrala stranice CD ide također tačkom 0, i t. d. 

Dalje je (po § 36.) A AZO sa APO, BPO sa BEO, 
GEO 080,....; dakle su AO, BO, (70,.... simetrale ku¬ 
tova A, B, G,.... 
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d) Iz dokaza pod c) izlazi, da je tačka 0 jednako udaljena 
od svih vrhova; stoga je 0 središte opisane kružnice. Ujedno 
je tačka 0 jednako udaljena od svih stranica, pa stoga je ona ta¬ 
kođer središte upisane kružnice. Tačka 0 zove se središte pra¬ 
vilnoga mnogokuta. 


§ 72. Konstruktivni zadatak. U zadani krug-upiši 
i oko njega opisi pravilan »-terokut, 

Konstrukcija. Razdijeli obod kruga na n jednakih 


a J£ 



Lik 58, 


dijelova i povuci tetive dvjema đje- 
lištima A, B, C, I) .... (lik 58.), 
koja dolaze jedno za drugim. 
ABCD ... je upisani pravilni n-te- 
rokut, jer je AB — BC = CD = ... 
(po § 45., 5) i ABC=BCD = ... 
(po § 48., a, 1. posljedak). 

Potegnemo li u djelištima 
A, B, C,D .. . tangente kružnice, to 
one omeđavaju-opisani pravilni n-te- 
rokut GRJK .... Po § 48., a) bit 


će naime <£ RAB = HBA = JBC — JCB = . . . , dakle je 


ABR ^2 BCI g? CDK ^ .... Otuda izlazi <£ R—I=K= 


A TI = BR — BI = CI= .... i napokon RI=IK = KL = .... 


Dodatak. Prethodna konstrukcija može se šestarom i 
ravnalom izvesti samo u nekim slučajevima. Takovi su slučaji 
navedeni u § 55., f), g), Ti) i poslije u § 102., 1. primjer. 


§73. Sukladnost dvaju mnogokuta. a) Svaki je 
n-t erokut određen sa (2 n — 3) međusobno ne¬ 
ovisne sastavnine (to su stranice i kutovi), no tri n e- 
zadane sastavnine ne smiju biti same stranice. 

Dokaz. Svaki konveksni n-terokut dade se. dijagonalama, 
koje se potegnu s jednoga vrha, rastaviti na (n — 2) trokuta; 
prvi od tih trokuta određen je sa 3 svoje sastavnine, svaki od 
ostalih određen je s dvije nove međusobno neovisne sastavnine. 
Stoga je broj svih sastavnina, koje treba zadati, jednak 
3 + (» — 3)2 = 2w — 3. 

Budući da se može zadati najviše n —■ 1 kut n-terokuta, 
to broj zadanih stranica mora biti bar 2 n — 3 — (n — 1) = 
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_ n _o, a to dokazuje, da tri nezadane sastavnine ne mogu 

biti same stranice. 

Dodaci 1. Četverokut je određen s pet međusobno ne¬ 
ovisnih sastavnina. U specijalnim slučajevima umanjuje se taj 
broj, i to: za trapez na četiri, za istokračan trapez, deltoid 
i romboid na tri, za pravokutnik i romb na dvije, za kvadrat 
na j e d n u sastavninu. 

-2. Pravilni mnogokut AB CD .. . 71 IN (lik o7.) dade 
se konstruirati, ako je zadan pravokutni trokut AFO (lik 57.). 
Hipotenuza AO je polumjer opisane kružnice, kateta PO po¬ 
lumjer upisane kružnice; kateta AF je polovina stranice mnogo¬ 
kuta, kut AOP = — 2 Pi. 

b) Dva su n-t erokuta sukladna, kad se podu¬ 
daraju u (2 ii — 3) međusobno neovisne sasta¬ 
vnine, koje u oba n-t erokuta idu jedna za dru¬ 
gom istim redom, no bar (n — 2) sastavnine mo¬ 
raju biti stranice. 

Dokaz. Izlazi neposredno iz prethodnoga poučka. 


II. Odsječak. 

Jednakost ploština. 

§ 74. Objašnjenja. Veličina onoga dijela ravnine, što ga 
zatvoreni lik zaprema, zove se ploština ili p 1 o š n i sa¬ 
držaj toga lika. Likove možemo isto tako kao što dužine i ku¬ 
tove ispoređivati s obzirom na njihovu veličinu; oni se dadu 
zbrajati, jedan se lik od drugoga dade odbiti, svaki se lik dade 
pomnogostručiti, dijeliti i drugim likom mjeriti. 

Ploštine dvaju mnogokuta jesu jednake, ili kraće: dva su 
mnogokuta jednaka, 1. ako su sukladni, 2. ako su pioizvod 
istih računskih operacija (zbrajanja, odbijanja, pomnogostručenja 
ili dijeljenja) sa sukladnim mnogokutima. 
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Dva se zatvorena lika zbrajaju, kad se oni u ravnini po¬ 
lože jedan do drugoga tako, da se njihovi opsezi djelomice po- 
krivaju i da likovi osim zajedničkoga dijela svojih opsega ne¬ 
maju zajedničkih tačaka. Tada se dobiva novi lik, koji je zbroj 
zadanih likova. 

Ako se nasuprot zadani zatvoreni lik položi na drugi lik 
tako, da je prvi posve unutar opsega drugoga, onda je nepokriti 
dio drugoga lika razlika između drugoga i prvoga lika. U tom 
je slučaju drugi lik veći od prvoga. Otud izlazi, kako se za¬ 
tvoreni lik može pomnogostr učiti ili dijeliti i kako 
se može mjeriti drugim zatvorenim likom. 

S pomoću prethodnoga ispoređivat ćemo u ovom odsječku 
ploštine mnogokuta, no u daljnim promatranjima upotrijebit 
ćemo za ispoređivanje likova ovu općenu definiciju: Zatvoreni 
likovi jesu jednaki, ako im, kad se mjere istim likom (na 
pr. plošnom jedinicom), pripadaju jednaki mjerni brojevi (vidi 

§ ni-)- 

§75. Paralelogram. Paralelogrami jednakih osno- 
vnica i jednakih visina međusobno su jednaki. 
d c f e Dokaz. Sastavimo oba paralelo- 

grama u istoj ravnini tako, da se sa¬ 
svim pokriju njihove osnovnice i su¬ 
protne stranice da padnu u jedan pravac • ? 

(lik 59.), što je po pretpostavci moguće. 

Onda je A AFD sq BEG , dakle 
ABEB — AFB = ABED — BEG, 
t. j. ABEF = ABCB. 

Posljedak. Kosokutni paralelogram i pravokutnik jesu 
jednaki, kad su njihove osnovnice i njihove visine jednake. 

§ 76. Trokut. Trokut je polovina paralelo- 
g r ama, kad su njihove osnovnice i njihove v i- 

sinejednake. 

Dokaz. Trokut ABC (lik 60.) i 
paralelogram BEFG neka imaju jednake 
osnovnice i jednake visine. Ako se po¬ 
vuče CH\\ BA, AH || BC, to j e.ABCH 
= BEFG (po §. 75.) i ABC A BCHA 
(po § .58., c). Otud izlazi ABC = i BEFG. 


u a 




Posljeci. 1. Trokuti jednakih osnovnica i jednakih vi¬ 
sina međusobno su jednaki. 

2. Ako se vrh trokuta pomiče u pravcu, 
koji je s trokutovom osnovnicom uspo¬ 
redan, ne mijenja se ploština trokuta 
(lik 61.). 

§ 77. Trapez, a) Trapez i tro¬ 
kut su jednaki, kad su njihove 
visine jednake i kad je osnovnica trokuta zbroj : 
usporednih stranica trapeza. 

Dokaz. Neka je ABCB zadani trapez (lik 62.); produži 
AB za dužinu BF = BC i potegni BF. Onda je A BFE 'G CBE, 
dakle 

ABEB 4 BFE -= ABC!) f CBE, t. j. AFB = ABCB. 

b) Trapez i paralelogram jesu 
jednaki, kad su njihove visine je¬ 
dnake i kad je osnovnica pa ral e- 
lograma jednaka sređnjici tra¬ 
peza. 

Dokaz. Neka je ABCB (lik 52.) za¬ 
dani trapez, EF njegova srednjica. Tačkom 
F potegni GH\\AB- onda je GBF^HCF, dakle 

AGFCB + GBF = AGFCB + MCE, 
t. j. ABCB = AGHB. 

§ 78. Poučci o kvađvatima stranica pravokutna trokuta. 

Objašnjenja. Ako se s tačke potegne okomica na zadani 
pravac, to se podnožište okomice u tom pravcu zove n o r- 
malna projekcija tačke. Odsada služit će nam izraz „pro¬ 
jekcija 11 umjesto „normalna projekcija 11 , jer ovdje ne upotrebljavamo 
drugih projekcija. Svaka tačka pravca, na koji se projicira, ujedno 
je svoja projekcija. Pod projekcijom crte razumijeva se skup 
projekcija svih njezinih tačaka. Stoga je projekcija dužine AB 
uopće opet dužina, koja je omeđena projekcijama tačaka A i B ; 
na pr. dužina BA 1 (lik 63.) je projekcija dužine BA, jer je 
AA‘ A BC. Izuzetak nastaje, kad je dužina okomita na pravcu,. 



Lik 2G. 

I 
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jer onda je njezina projekcija na taj (pravac jedna jedincata \ 
tačka. 

Kvadrat, kojemu je stranica duzina AS, zove se ukratko 
kvadrat dužine AS i označuje se znakom AS 2 . Za pravo¬ 
kutnik, kojemu su stranice jednake dvjema dužinama, kaže se 
da je sastavljen od tih dužina. 

Poučci, a) Kvadrat katetejednakje pravo¬ 
kutniku sastavljenu od hipotenuze i projek¬ 
cije te katete nahipotenuzu. 

b) Pitagorin. poučak (Pitagora, s otoka Sama, živio . 
jj je u 6. stoljeću pr. Is.j: 

Kvadrat li i p o t e- 
nuze jednak je zbroju 
kvadrata obijukateta. 

c) Kvadrat visine 
(pripadne hipotenuzi) 
jednak je pravoku¬ 
tniku, koji je sasta¬ 
vljen od projekcija 
obijukateta na liipo- 
e n u z u. 

Doka z i. a) Neka je 
(lik 63.) A ASC pravo¬ 
kutan 0C A. — li) ; nacrtaj 
kvadrate njegovih stranica, 
papotegni AL \_SC i pravce 
AK, CD-, onda je 

A ’SCD ^ SKA, SCS = 4~3P> 2 , SKA = 4 SKLA 1 (§ 76.), 
•dakle AS 2 = SKLA 1 . 

Analogno se dokazuje, da je AC 2 — CHLA‘. 

b) Iz prethodnoga izlazi 

AS 2 + AČ 2 = SKLA 1 -f CHLA> = SC 2 . 

c) Nacrtajmo kvadrat visine AA‘ i kvadrat dužine SA 1 . 

S pomoću poučaka pod a) i b) dobijemo, da je 

AA ‘ 2 = AS 2 — SA‘ 2 ili AA' 2 = SKLA 1 — SA ' 2 = MNLK. 

. Budući da je MN = SA‘ i KL = A‘C, to je poučak time 
dokazan. 
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Konstruktivni zadaci. 

§ 79. Pretvaranje likova. Zadani lik pretvoriti u 
drugi lik reći će načiniti novi lik, koji je plošno jednak zada¬ 
nomu liku. 

a) Pretvori zadani paralelogram ASCD u 
drugi s istom osnovnicom AS, no kut 4 na osnov- 
nici da bude jednak nekom zadanom kutu. 

Konstrukcija izlazi iz lika 59. 

Dodaci. 1. Analognim se načinom ^ _ & jc 

rješava ista zadaća za trokut. (Vidi lik 61.) /^\ j < 

2. Svaki košokutni paralelogram može J __ jj) 

se pretvoriti u pravokutnik. / j x \ j 

b) Pretvori trokut u parale- - -A --V. 

logram 1. i s t e o s nov niče, 2. iste 


visine. 


Lik 64. 


1. Ako je ASC (lik 64.) zadani trokut, raspolovi stranicu 
AC i polovištem P potegni usporednicu s SC ij [CD || AS. Onda 
je A PDC SE A, dakle j 

SCPE A SDC = SCSE + PEA, t. j. BCDE = SCA. 

2. Tačkom P potegni usporednicu s SA i AG !| SC- onda 
je SFGA = SCA. (Dokazuje se analogno kao prije.) 

c) Pretvori zadani mno¬ 
go kut u drugi, koji ima za 
jednu stranicu manj e. 

Neka je ASCDE (lik 65.) za- n/' 
dani mnogokut; novi neka nema \ \ '\/\ 

vrhova S i C. Produži stranicu \ \ /\\, 

AS preko S i potegni CF || SS. V- '±L -P, 

Onda je A SDF = SDC (§ 76., Lik 6B. 

i. posljedak), dakle je 

ASDE + SDF = ASSE A SDC ili AFDE = ASCDE. 

(Može se i ovako raditi: produži DC preko C, pa vrhom S 
potegni usporednicu s AC i t. d.) 

Dodatak. Svaki mnogokut može se pretvoriti u pravo¬ 
kutnik. 

d) Pretvori zadan pravokutnik u kvadrat. 




Produži jednu stranicu, na pr. stranicu AH, zadanoga 
pravokutnika AH CD (lik (56.) i učini HE — HC ; zatim na¬ 
crtaj kružnicu, kojoj je AE premjer. 

- f Ta kružnica siječe stranicu HC (ili 

_______ GL njezino produženje) u tački F , a HF 

X. je stranica traženoga kvadrata HFGE. 

/ / \ j \ . Dokaz izlazi iz poučka § 78., c). 

1/ K/\ Dodatak. Svaki se mnogokut 

^ 1 JC E može pretvoriti u kvadrat. 

Hk 66. e) Pretvori zadani tro¬ 

kut AHC (lik 67.) u drugi, tako 
^4 da ostaje nepromijenjen kut 

A\ S i da jedna od stranica, koje 

/ \ čine taj kut, dobije zadanu 

/ \ dužinu MN (lik 67.). 

/ \X \- Učini HD = MN (tačka D je u 

/ \ \\ stranici HC ili u njezinu produženju, 

J- -^-^ prema tomu, da li je dužina MN 

_ | jr manja od HC ili veća od te stranice), 

Lik 67 nacrtaj DA i tačkom C potegni uspo- 

rednicu s DA. Ta usporednica siječe 
BA ili njezino produženje u tački E. Onda je HDE traženi 
trokut, jer je CED = CEA, dakle 

HCE -j- CED = HCE -j- CEA ili BDE = HCA. 
f) Konstruiraj kvadrat, koji je jednak 1. 
zbroju dvaju zadanih kvadrata, 2. razlici tih 
kvadrata. 

Konstrukcija izlazi iz Pitagorina poučka. 


§ 80. Dijeljenje likova, a) Razdijeli trokut na » 
jednakih dijelova pravcima, koje treba pote¬ 
gnuti s jednoga vrha trokuta. 

Razdijeli stranicu, koja je nasuprot tomu vrhu, na n je¬ 
dnakih dijelova, pa s toga vrha potegni pravce tim djelištima. 

b) Razdijeli zadani paralelogram na »je¬ 
dnakih dijelova 1. pravcima, koji su usporedni 
s jednom njegovom stranicom, 2. pravcima, 
koje treba potegnuti s jednoga njegova vrha. 
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1. Razdijeli jednu stranicu paralelograma na n jednakih 
dijelova, pa potegni djelištima usporednice s drugom stranicom. 

2. Potegnf s toga vrha dijagonalu paralelograma i t. d. 
(Vidi predhodnu zadaću pod a.). Ako je n lih broj, razdijeli pa- 
ralelogram na 2» jednakih dijelova; po dva takova dijela jesu 
njego? »-ti dio. 

c) Razdijeli zadani trapez na »jednakih di¬ 
jelova pravcima, od kojih svaki siječe obje 
usporedne stranice trapeza. 

Razdijeli obje usporedne 
stranice trapeza, i to svaku na 
n jednakih dijelova, pa potegni 
pravce dvjema koresponđentnim 
djelištima. (Za dokaz vidi § 77., 
a ili b.) 

cl) Raspolovi trape- 
z o i d AH CD (lik 68.) prav¬ 
cem, koji treba pote¬ 
gnuti s vrha A. Lik 68. 

Raspolovi dijagonalu HD, 

pa potegni AP i PC; slomljena crta APC raspolavlja zadani če¬ 
tverokut. Ako se potegne PE |j AC, onda je AE tražena pravo¬ 
crtna raspolovnica, jer je ABC-\- APC = ABC-\- AEC ili 

AH CP = A BOE = 1 AH CD. 



e) Razdijeli trokut 
na » jednakih dijelova 
pravcima, koje treba po¬ 
tegnuti s jedne tačke 
kojetrokutove stranice. 

Da se trokut AHC (lik 69.) 
razdijeli na pr. na pet jednakih 
dijelova. pravcima, koje treba 
potegnuti s tačke S stranice B C, 
razdijeli HC na pet jednakih di¬ 
jelova, pa potegni AD i AE do 





Lik 69. 

prvoga i zadnjega djelišta. Pre¬ 


tvori trokut HDA u trokut DBF (§ 79., e), a trokut ECA u tro¬ 
kut SCG (§ 79., e), onda je BSF = SCG=\ AHC. Učini za- 
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tim FFL = BF i G1 — CG, onda je FSE = BSF i SG1 = SCF 
dakle je svaki oci njih -A ABC. 


III. Odsječak. 


Sličnost. 

Omjeri i razmjeri. 

§ 81. Omjeri. Prostornu veličinu (dužinu, kut, lik, tijelo) 
A izmjeriti drugom istovrsnom veličinom B, ili što je isto, odre¬ 
diti omjer veličina A i B, znači potražiti onaj neimenovani broj 
k, koji kazuje, koliko se puta može B postaviti kao pribrojnik, 
da se A dobije za zbroj, ili koliko je puta B sadržan u i; za 
taj broj postoji dakle jednadžba A = kB. Piše se A : B = k 

ili A == k, a k se zove k o 1 i č n i k ili vrijednost omjera A : B. 

X> 

Ak o se B uzme za jedinicu, onda se k zove mjerni broj ve¬ 
ličine A s obzirom na jedinicu B. 

Kad se prostorna veličina A mjeri veličinom (iste vrste) B, 
mogu nastati dva bitno različna slučaja. 

1. slučaj: Veličine A i B među sobom su s u m j e r 1 j i v e, 
t. j. one imadu zajedničku mjeru M. 

Onda je A = mM, i B = nM, gdje su m i n cijeli bro- 

jevi. Otud izlazi M= —, dakle 

B m A m 

A = m — = — B ih —= —, t. j.. 
n n B n 

Količnik omjera dviju sumjerljivili veličina jest raciona¬ 
lan broj, t. j. cijeli broj (jer može biti n= 1) ili razlomljeni broj. 
Obrnuto: Ako je omjer dviju prostornih veličina racio- 

nalan, one su sumjerljive. Iz jednadžbe A : B — — izlazi naime 

T) T D 

A = m —, dakle je — mjera od A, a da je i od B, razu- 
,n n 

mijeva se samo sobom. 
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2. slučaj: Veličine A i B među sobom su nesumjer¬ 
ljive, t. j. one nemaju zajedničke mjere. 

’ JB 

Onda se kojagod mjera od B, uzmimo - —, ne nalazi u A 


bez ostatka, no može se odrediti broj m, da bude 


B . , . .. B . .. m 

m — < A < (m-f-1) —, dakle — 


m A 

n B 


m 1 


fffl —[— 1 

Uzmemo li tada — ili -— umjesto količnika 

at " 


zadanoga 


omjera A : B, bit će učinjena pogrješka manja od—, jer je 

Yh 

I I I i. 

' — ; no ta se pogrješka može načiniti po volji 


n n 


malena, jer se može uzeti, da je n kakogod velik broj. 


Otud se razabira, da količnik dviju nesumjerljivih veličina 
ne može biti racionalan broj (cijeli ili razlomljen), pa stoga se on 
zove iracionalan broj. Ipak se taj količnik može s pomoću 
racionalnih brojeva odrediti sa svakim stepenom tačnosti; to će 
reći, da se mogu pronaći dva racionalna broja, od kojih je jedan 
manji, drugi veći od toga količnika, i da se ujedno može nači¬ 
niti, da apsolutna vrijednost razlike tih brojeva bude po volji 
malena. 


Dodaci. 1. Zajednička mjera dviju dužina a i b može se 
odrediti verižnim dijeljenjem, koje je poznato iz aritmetike. 


Neka je na pr. 

dužina b u dužini a sadržana 2 puta uz ostatak r 1 , gdje je r 1 < b , 

rt ,, rt ^ rt ii rt rt rt ^ 2 1 » n ^ 2 U' 

n r 2 " rt r i n 1 rt rt rt >31 rt rt ? 3 ^2' 

rt >"3 rt 11 >2 ” ^ u n » r ii rt rt ' C »"Hl 

i t. đ., pa ako je na pr. ostatak r 4 = 0, to je 

a = 2 b -f r v b = 3 r x + r 2 , r x = r 2 -f r s , r 2 = 2r 3 ; 

stoga je r 1 = 3r s , b = llr g , a = 25 r s , t. j. dužina r 3 je naj¬ 
veća zajednička mjera zadanih dužina a i b. 

2. Primjer dviju nesumjerljivih dužina daju nam osnovnica 
i krak istokračna trokuta, u kojemu je kut na vrhu jednak 36°. 
Segen: Geometrija za više razrede srednjih škola. 5 



66 


67 


Nekaje (lik 70.) $7(7=36°, ^A = B = 1W. 
Ako se nacrta simetrala BC 1 kuta B , to je 
G\(7= CJ3 = dakle AC= AB -\-AC v 

Ako je dalje C 1 C 2 || CB, to je C 2 B = 0 2 C 1 
= AC 1 , dakle AB = AC X -\- AC 2 . 

Potegnemo li C 0 C S || BC V bit će C 3 Cj = C 3 C 2 
= AC 2 , dakle AC, =AC 2 + AC S . 

Postupajući tako dalje razabiramo, da se u 
verižnom dijeljenju dužina AC i AB ne može 
doći do ostatka 0, pa da su stoga AC i AB nesumjerljive dužine. 

§ 82. Razmjeri, a) Jednadžba, kojom se izrazuje jednakost 
dvaju omjera, zove se razmjer ili proporcija, na pr. 
A: B = C : D. U svakom od oba omjera, što dolaze u razmjeru, 
moraju biti istovrsne veličine, no u jednom omjeru mogu biti 
vrste različne od vrsta u drugomu. 

Razmjer veličina može se pretvoriti u 
brojni razmjer. U tu svrhu treba obje veličine svakoga 
omjera zamijeniti njihovim mjernim brojevima s obzirom na istu 
jedinicu. 

Ako je na pr. A: B = C : B i A = aM, B = bM, C=cN, 
D=dN, gdje su M i N jedinice za vrste obiju veličina, to je 
A: B = aM: bM i C: D — cN : dN, dakle je aM : bM = cN: dN 
ili a : b = c : d. 

b) Ako su istovrsne veličine A v A 2 , A s , ... u takvoj svezi 
s drugim veličinama B v B 2 , J5 S , . . ., koje su međusobno isto¬ 
vrsne (no ne moraju biti istovrsne s prvima), da svakoj veličini 
vrste A odgovara posve određena veličina vrste B i također 
obrnuto, pa kad se kojegod dvije veličine A odnose kao njima 
pripadne veličine B, onda se kaže, da su obje vrste veličina A 
i B upravno razmjerne ili ukratko razmjerne. 

No kaže se, da su obje vrste veličina obrnuto raz¬ 
mjerne, kad se kojegod dvije veličine jedne vrste odnose kao 

njima pripadne veličine druge vrste, uzete protivnim redom. 

Razmjernost veličina vrsta A i B izrazujemo matematički 
ovako: 

1. S pomoću više razmjera, na pr. A t : A 2 = B x : B 2 , 

A x : A s — B 1 : B a , A 2 : A s = B 2 : B s , i t. d. 


2. S pomoću produženoga razmjera 

Aj : A 2 : A s : . . . = B 1 : B 2 : B s : . . . 

3. S pomoću faktora razmjernosti. Ako prethodne omjere 
veličina zamijenimo jednakim brojnim omjerima, dobivamo 

: a 2 = b x : b 2 , a x : \ : b 2 , a 2 : a 3 = b., : b s , . . ., gdje su 

a , a.„ a s ,. . . mjerni brojevi veličina A v A 2 , A. t , ... s obzirom 
na neku jedinicu vrste A, b v b 2 , b 3 , . . . mjerni brojevi veličina 
B v B 0 , B S1 . . . s obzirom na neku jedinicu vrste B. 

Kad se pak međusobno zamijene unutarnji članovi, dobiva se 

^'1 * ^1 * ^2 ^3 * ^3 * ’ ‘ 

Ako se zajednički količnik ovih omjera označi s m, izlazi 
a x = mb L , a 2 = mb 2 , « 3 = mb v . . . 

Isto se tako dobiva A x — mB 1 , A 2 = mB 2 , A a — tnB s , ..., 
ako su veličine A i B istovrsne. Broj m zove se faktor raz¬ 
mjernosti ili modul. 

c) Ako su članovi razmjera A:B = C: D istovrsne veličine, 
četvrti se član D zove četvrta geometrijska propor- 
cionala prvih triju članova. Postoji li između istovrsnih veli¬ 
čina A, B, C razmjer A: B = B: C, kaže se, da je to posto¬ 
jan razmjer; B se zove srednja geometrijska pro- 
porcionala među A i C ili geometrijska sredina 
od A i C; C se zove treća postojana proporcionala 
među A i B. 

Iz pripadnog brojnog razmjera a:b=b:c izlazi b 2 =ac i 
b = ]/& c. 

Razmjerne dužine. 

§ 83. Objašnjenja. Svaki pravac, koji siječe ravni pramen 
zraka (§ 4., u, posljedak), a nije potegnut njegovim vrhom, zove 
se priječnica (transverzala) toga pramena zraka. Ako 
je pramen zraka sječen dvjema ili mnogim priječnicama, onda 
se odresci (dužine) u zrakama, koji su između vrha pramena i 
iste priječnice ili između iste dvije priječnice, zovu li o m o- 
logni odresci zraka, na pr. SA X , SB V SC V ili A 1 A 2 , 
B 1 B 2 , C 1 C 2 (lik 73.). Odresci, koji su na priječnicama omeđeni 
istim dvjema zrakama, zovu se homologni odresci pri¬ 
ječnica ili homologni transverzalni odresci, na pr. A 1 B V 


C 



Lik 70. 
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-A 2 jB 2 i A S B S . Tačke, u kojima ista priječnica siječe zrake pra¬ 
mena, zovu se homologne tačke zraka; tačke, u kojima 
ista zraka siječe priječnice, zovu se homologne tačke 
priječnica. 


§ 84. Poučci. Ako usporedne priječnice sijeku 
pramen zraka, vrijede ovi poučci: 

Z/a) Homologni odresci dviju zraka među¬ 
sobno su razmjerni. 


b) Homologni odresci dviju priječnica raz¬ 
mjerni su s odrescima kojegod zrake omeđe¬ 
nima tim priječnicama i vrhom pramena. 


s 



i 

Lik 71. 


L c) Homologni odresci dviju p ri- 
j e č n i c a međusobno su razmjerni. 

Dokazi, a) Neka su a, b (lik 71.) dvije 
zrake pramena i A 1 B 1 || A 2 B 2 || A s B a - |j A 4 B 4 . Do- 
kažimo na pr. razmjer A X A 2 : A S A 4 = B X B 2 : B 3 B 4 . 

1. Ako su dužine A X A 2 i A S A 4 sumjer- 
ljive, onda se njihova zajednička mjera može 
na A X A 2 odmjeriti m puta, anai 3 4 4 n puta, gdje 
su m i n cijeli brojevi; dakle je A X A 2 : A S A X 
= m : n. Ako se djelištima potegnu usporednice 


s priječnicama, podijelit će se dužine B 1 B 2 i B 3 B 4 na m, odnosno 


n međusobno jednakih dijelova, pa je B X B 2 : B 3 B 4 — m : n ; dakle 


dobivamo A X A 2 : A 3 A 4 = B X B 2 : B S B X . 


2. Ako su dužine A X A 2 i A S A X nesumjerljive (lik 72.), 
podijeli A 8 A 4 na n jednakih dijelova i odmjeri takav dio na 


s 



b 


Lik 72. 


A x A 2 , počevši od A x , koliko je puta moguće, na 
pr. m puta. Krajnja tačka G posljednjega dijela 
još je u dužini A X A 2 , dok je krajnja tačka H 
(m-J-l)-oga dijela već u produženju od A X A 2 . 
Otud izlazi 

m < A X A 0 < (m 4- 1) A * A ± ili 

< A A < m +i 

n A s A x n 

Ako se djelištima potegnu usporednice s pri¬ 
ječnicama, podijelit će se BJi x na n dijelova, 
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od kojih se m nalazi u BI, a (m -j-1) na B X K, pa će biti 
B X I < B X B 2 < B X K. Stoga je 


B x B z (m -j- l) ■ 


m B x B a m +1 
n ' B.,B X ^ n ' 


A A B B 

Budući da su vrijednosti omjera -A~r i tTtt među istim 


granicama, pa budući da se razlika — tih granica može načiniti 

n 

po volji malena, to su oba omjera jednaka. 

Taj dokaz vrijedi očigledno i onda, kad dužine A X A 2 i A S A X 
imaju jedan zajednički kraj, ili kad se one djelomično pokrivaju. 
Tako je na pr. u TS. liku: 

8A X : SA 2 = SB X : SB 2 . 

■ b) Da se dokaže na pr. razmjer A 2 B 2 : A X B X = A 2 S: A X S, po- 
tegni A X P || 8B 2 , pa uzmi, da su A 2 S i A 2 C 2 zrake pramena, 
kojemu je A 2 vrh, i da su A } B i SB 2 dvije usporedne priječnice 
toga pramena. v ( 

Po prethodnom poučku dobivamo 
A 2 S : A X S = A 2 B 2 : PB 2 = A 2 B 2 : A X B X , jer je PB 2 = A X B X . 
c) Dokaži na pr. razmjer A X B X : B X C X = A 2 B 2 : B 2 C 2 . 

Po prethodnom poučku imamo 

A X B X : A 2 B 2 = B X S : B 2 8 i 
B X G X : B 2 C 2 = B X S : B 2 8, dakle je 
A X B X : A 2 B 2 = B X C X : B 2 C 2 . Izmijenivši unu¬ 
tarnje članove dobivamo 

A X B X : B X C X = AJl, ; BJ\. 

Posljedak poučaka pod a) i b). Ako se u trokutu potegne 
priječnica, koja je usporedna s jednom nje¬ 
govom stranicom, ona će od zadanoga tro- \ \a/a, 
kuta odrezati manji trokut, a stranice su toga 
trokuta razmjerne s homolognim stranicama L/tT 

zadanoga trokuta. a,b\\c. 

Dodatak. Istim se načinom dokazuje 711 \ 
raširenje poučaka a), b) i c) za aJ \ \ c . 

slučaj, kad jedna od usporednih priječnica / p 1 
siječe zrake, koje potpunjavaju zadane zrake Lit 73. 

n a pravce. Tako je na pr. u 73. liku: 


B 2 S i 


B 2 8, dakle je 
: B 2 C 2 . Izmijenivši unu- 


B 2 C 2 . 


. \ U A 

V 

s\\ 

A,, 

! b\ \ c, 

aJ 

i b\ \e. 



Lik 73. 
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SA 1 : SA 3 = SB X : SB s ... . a), 

A X B X : A 3 B S = A X S : A 3 S ... . b), 

A X B X : B 1 G 1 = A 3 B 3 : B,, C., .... c). 

dj Od obrata prethodnih poučaka istaknut će se ovaj: 

Ako je pramen zraka sječen d vj ema prij e čni- 
cama tako, da su dva odreska jedne zrake razmj erni 
s homolognim odrescima druge, obje su priječnice 
među sobom usporedne. 

Dokaz. Neka je (lik 74.) SA : SA 1 
= SB : SB V Da nije A X B X || AB, mogli 
bismo potegnuti A X B 2 || AB. Onda bismo 
po poučku pod a) imali /SA : SA X = SB : SB 2 , 
a s obzirom na pretpostavku moralo bi biti 
SB 2 = SB X , što je samo onda moguće, kad 
B 2 pada na B x ; dakle mora biti A 1 B i || AB. 

Posljedak. Ako su dvije stranice 
trokuta sječene priječnicom tako, da su 
odresci jedne stranice razmjerni s homolognim odrescima druge, 
onda je priječnica usporedna s trećom stranicom trokuta. 

§ 85. Primjena na trokut, a) Simetrala trokutova 
kuta dijeli suprotnu stranicu na dva odreska, koji 
su razmjerni sa stranicama trokuta, što su pote- 
gnute s krajnjih tačaka tih odrezaka; ujedno vri¬ 
jedi obrnuti poučak. 

b) Simetrala izvanjega kuta trokutova siječe 
produženje suprotne stranice u tački, kojoj su da¬ 
ljine od krajnjih ta¬ 
čaka te stranice raz¬ 
mjerne sa stranicama 
trokuta, što su po- 
tegnute s tih krajnjih 
tačaka; ujedno vri¬ 
jedi obrnuti poučak. 
Dokazi, a) Neka je 
(lik 75.) <£ BAD = DAC. Ako se potegne CE\\'JDA, to je 
ž£ BAD = AEG, <£ DAG = ACE, dakle <£ AEG = AGE \ stoga 
je AE = CA. Po § 84., a) dobivamo 

BD : DG = BA ; AE = BA : GA. 
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b) Kad se potegne GE X [] D X A, dobivamo analognim na¬ 
činom razmjer BD X : CD X — BA : CA. 

Obrnuti poučci dokazuju se indirektno. 

Dodatak. Kaže se, da su četiri tačke B , C, D, JD X har¬ 
monijske, kad je BD : DG = BD X : CD V B i C zovu se među¬ 
sobno konjugirane tačke, a isto tako D i D x \ ujedno se kaže, da 
D- i D x harmonijski dijele dužinu BG. 

Ako je BD — m , BG-=a, BD x =n, prethodni se razmjer 
može pisati ovako: 

m : (a — m) — n : (n — a) ili 
(n — a) : (a — m) — n : m ; takav se razmjer 
zove postojan harmonijski razmjer. Iz njega izlazi 

2 mn , ... 

a = - 1 —, pa se a zove harmonijska sredina među m i n. 

ni 4 -n 

Sličnost likova. 

§ 86. Pojam sličnosti. Pojam homolognih tačaka, kako je 
u § 83. definhan s pomoću zraka pramena, može se ovako ra¬ 
širiti: kaže se, da su tačke dvaju ravnih likova homologne, 
kad je po nekom izvjesnom propisu svakoj tački jednoga lika 
pridružena posve određena tačka drugoga lika. 

Za dva ravna lika, kojima su tačke uzajmično pridružene, kaže 
se da su slični (c/d), kad se dadu u pramenu zraka tako polo¬ 
žiti, da su svake dvije homologne tačke ili u istoj zraki ili u 
dvije zrake, koje se međusobno potpunjavaju na pravac, i da je 
za svake dvije homologne tačke omjer njihovih daljina od vrha 
pramena iste vrijednosti. 

Taj istumačeni osobiti položaj dvaju sličnih likova zove se 
perspektivni položaj, a svaki drugi zove se kos položaj. Vrh 
pramena, u kojemu su slični likovi perspektivno položeni, zove 
se izvanje ili unutarnje središte sličnosti, već prema 
tome, da li su homologne tačke ili na istoj strani ili na su¬ 
protnim stranama vrha. Konstantna vrijednost omjera među da¬ 
ljinama dviju homolognih tačaka od središta sličnosti zove se 
količnik sličnosti ili modul sličnih likova i označuje se 
obično slovom m. Ako su na pr. ABC.. . i A X B X G X . . . (lik 76.) 
dva perspektivno položena slična lika, onda je 
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SA X : SA = SB 1 : SB = NCj : SC ==.... = m ili 
SA 1 = ni SA, SB X = mSB, SC\ = m SC, .... 


\A>. >.'/ 

yicr% 


Lik 76. 


§ 87. Poučci o sličnim likovima. Zasličneiikove vri¬ 
jede ovi poučci: 

a) Omjeri homolognih dužina međusobno su 

w jednaki. 

-'V_ 

^4 Dokaz. Neka su 

"/V. t ABrI) - 1 ■ 

i -V -jk''\ (lik 76.) dva perspektivno 

"'IžV položena slična lika i neka 

\ \j / ' je 8 središte sličnosti; onda 

/2) J e P° § 86. SA X : SA 

= NB 1 :NR=NC 1 :N<7=..., 
Llk 76, pa stoga je (po § 84., d) 

A 1 B 1 || AB, B 1 C 1 j| BC, C X B X || GB, . . . Otud izlazi (po § 84., 5), 
da je 

A X B X : AB = SB 1 : SB=B 1 C 1 : BC = SG 1 : SC — G 1 B 1 : CD = ... 

b) Kut dviju dužina u jednom liku jednak je 
kutu homolognih dužina u drugom liku. 

Dokaz. Budući da je (po § 84. d)) 

A X B X || AB, B X C j || BC, C X B X || CB . 

to je po § 17., b) 

A X B X G X = ABC, <3C B 1 C l B 1 — BCB, _ 

Dodaci. 1. Ako je S unutarnje središte sličnosti dvaju 
perspektivno položenih sličnih likova ABCB ... i A 2 B 2 C 2 B 2 ... 
(lik 76.), dobivamo analognim postupkom 

A 2 B 2 : AB = B 2 C 2 : BC = ... . i 
3C A 2 B 2 C 2 = ABC, 3C B 2 C 2 B 2 = BCB, .... 

2. Ako su tri tačke jednoga lika u istom pravcu, onda su 
homologne tačke sličnoga lika također u istom pravcu. (Izlazi 
iz poučka b.) 


3. Ako zadađemo lik ABCB... (lik 76.),-središte sličnosti 
S i tačku A x sličnoga lika A 1 B 1 C 1 B 1 ..koja je homologna 
tački A prvoga, onda je drugi lik posve određen, pa se može 
konstruirati. Na pr. tačka B x , koja je homologna tački B, mora 
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biti u zraki SB, a ujedno mora biti SB X : SB = SA X : SA = m 
ili SB X = mSB ; dakle je A X B X || AB. 

4. Tačka S, koja je središte sličnosti, homologna je sa¬ 
moj sebi. 0 tom se uvjeravamo ovako: 

Uzmimo, da je S (lik 76.) tačka lika ABCB .. . N; budući 
da je daljina tačke S od središta sličnosti jednaka nuli, to je 
daljina njezine homologne tačke od središta sličnosti jednaka 
m 0, t. j. također jednaka nuli. 

Otud pa iz definicije sličnosti (§ 86.) izlazi, da su (lik 76.) 
likovi ABCB...S i A 1 B 1 C : B 1 .. . S slični i u perspektivnom 
položaju. 

5. Ako položaj lika ABCB... i tačke A } ostaje nepro¬ 
mijenjen, a središte se sličnosti S miče pravcem AA V dok ne 
dospije u neizmjernu daljinu, postat će zrake pramena među 
sobom usporedne, pa od trapeza ABB X A X , BCC 1 B 1 ,. .. postaju 
paralelogrami. Stoga je AA X — BB X = CC V ..., A X B X — AB, 
7>'i6( = BC, ... te je ABCB ... ^ A 1 B l C l B l . . . Ako naime prvi 
lik mičemo tako, da A opisuje dužinu AA X i da AB ostaje 
usporedno prema sebi, dospijeva on u položaj, u kojem posve po¬ 
kriva dragi lik. 


Iz toga promatranja izlazi, da je sukladnost specijalni slučaj 
sličnosti. Modul promatranih sukladnih likova jednak je —f- 1, jer 


iz SA X = mSA izlazi — A i A=mSA ili i — 


- ni, dakle 


1 — m 


A X A 

ASA' 


Raste li NA neograničeno, dok dužina A X A 


ostaje nepromijenjena, dobivamo 1 —m = 0 ili <m= i. 

6. Ako je središte sličnosti N dvaju perspektivno položenih 
sličnih likova A 1 B l C 1 B 1 ... i A 2 B 2 C 2 B 2 . . . (lik 76.) polovište 
dužine A X A 2 , onda su oba lika centrično simetrična; njihov je 
modul jednak — 1, jer dužinama NA 2 i NA X pripadaju (po § 6.) 
protivni predznaci. 


Sličnost trokuta. 

§ 88. Za slične trokute vrijede po § 87. ovi poučci: 
a) Kutovi jednoga trokuta jednaki su redom ku¬ 
tovima drugoga trokuta; 
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b) jednakim kutovima nasuprot su homologne 
stranice, i obrnuto; 

c) omjeri svakih dviju homolognih stranica me¬ 
đusobno su jednaki, ili kraće: homologne su stra¬ 
nice razmjerne. 

Ako je dakle A ABC cn A 1 B l C 1 , onda je <£ A — A ]t 
3CB = B lt Cji AB: A 1 B l = BG : B& = GA : C X A X , 

ili kraće AB : BG : CA = A X B X : B X C\ : C 1 A 1 . 

Obrnuto izlazi, da su ta dva trokuta slična, kad postoji 
navedenih šest jednadžbi; no može se dokazati, da su dva tro¬ 
kuta slična, kad postoje uopće samo dvije od prethodnih je¬ 
dnadžbi. Zakone o tom izrazuju poučci o sličnosti tro¬ 
kuta. 


§ 89. I. poučak sličnosti. Dva su trokuta slična, 
kad se podudaraju u dva kuta. 

Dokaz. Neka je (lik 77.) a = a 1 i (5 = (3 t , dakle također 
T = Ti- 

Ako se načini AB 2 = A 1 B 1 , pa nacrta B 2 C 2 || BC, onda je 
(po § 84., d) AB : AB 2 = AC: AC 2 . Dakle su po općenoj defi¬ 
niciji sličnosti (§ 86.) trokuti 
ABC i AB 2 C 2 slični i ujedno 
perspektivno položeni; njihovo 
središte sličnosti je zajednički 
vrh A (§ 87., 4. dodatak). 

No budući daje A A ~R 2 C, 
A 1 B 1 C 1 (po I. poučku su¬ 
kladnosti, jer je a=a 1 , p 2 = p=p 1 , 
AB 2 = A 1 B 1 ), to je A ABC A J B 1 C V 

Posljedak. Dva su trokuta slična, kad su sve tri njihove 
stranice uzajmice usporedne ili uzajmice okomite (g 17. i § 18.). 



§ 90. II. poučak sličnosti. Dva su trokuta slična, 
kad su dvije stranice jednoga razmjerne s dvij e 
stranice drugoga trokuta i kad su kutovi, što ih 
čine te stranice, među sobom jednaki. 

Dokaz. Neka je (lik 77.) AB : AC = A 1 B 1 : A 1 C 1 i a = a r 


* 



Ako se načini) = A 1 B V pa nacrta B 2 C 2 || BC, onda je 
(isto tako kao u § 89.) A ABC cn AB 2 C 2 . Ujedno je A AB 2 C 2 ^ 

A B G, (po II. poučku sukladnosti, jer iz AB : AC = AB 2 : AC 2 = 
AB ■ AC ' i iz pretpostavke AB : AC=A 1 B 1 : A 1 C 1 dobivamo 
A l B l :AC 2 ^A 1 B 1 :A 1 C v dakle AC, -= A X C X -, osim toga je 
AB,= AyB ] i a = oj. Otud izlazi A ABC co A 1 B L C l . 

§ 91. III. poučak sličnosti. Dva su trokuta slična, 
kad su dvije stranice jednoga razmjerne s dvije 
stranice drugoga trokuta i kad su kutovi, koji su 
nasuprot većim od tih stranica, među sobom jednaki. 

Dokaz. Neka je (lik 77.) AB : AC— A l B 1 : A x C v AB>AC, 
dakle A l B l > A 1 C,, i T = Ti • 

Ako se načini AB^A^B^, pa nacrta B. 2 C 2 f, BC, onda je 
(isto tako kao u §89.) A ABC c* AB 2 C 2 . Ujedno je A AB 2 C 2 ip 
A 1 B l C\ (po III. poučku sukladnosti, jer isto tako kao u pre- 
hodnom slučaju dobivamo AC 2 = A y C x , a osim toga je AB 2 =A x x 
i A 1 B{>A 1 C 1 , dakle AB 2 > AC 2 , pa t 2 = T = Ti)- 0tud izlazi 
A ABC oo A 1 B 1 C l . 

§ 92. IY. poučak sličnosti. Dva su trokuta slična, 
kad su .sve tri stranice jednoga razmjerne sa sve 
tri stranice drugoga trokuta. 

Dokaz. Neka je (lik 77.) AB : AC= A X B X : A 1 C 1 , AC-.BC 
— A 1 C 1 :B 1 C l , dakle također AB :BC = A x B l :B l C v 

Ako se načini AB 2 — A X B X , pa nacrta B 2 C 2 || BC, onda je 
(isto tako kao u § 89.) [\ ABC cn AB 2 C 2 . Ujedno je /\, AB 2 G 2 = 
A,B 1 C 1 (po IV. poučku sukladnosti, jer isto tako kao u ^pret¬ 
hodnim slučajevima dobivamo AC 2 =A 1 C 1 i B 0 C 2 = B X C X , pa 
osim toga je AB 2 = A X B X )-, dakle je A ABC oo A.B^. 

§ 93. Poučci o pravokutnom trokutu. Ako se u pra¬ 
vokutnu trokutu potegne visina na hipotenuzu, 

onda j e . 

a) visina srednja geometrijska proporcionala 

među projekcijama obiju kateta na hipotenuzu; 

l) svaka kateta srednj a -geometrijska propor¬ 
cionala među-svojom projekcijom na hipotenuzu 
i cijelom hipotenuzom. 


7 


77 


76 


A 



Dokaz. Neka je (lik 78.) u tro¬ 
kutu ABC kut BAG prav i AJJ ]_ BC. 
Sva tri trokuta ABD, CAI) i CBA po¬ 
dudaraju se u svojim kutovima y, (3 i R, 
pa su stoga slični. 

a) Stranice p i v trokuta CAD ho- 
mologne su sa stranicama v i q sličnoga 


trokuta ABD (§ 88., b ); otud izlazi 


p : v ae« v : q. 

b) Stranice p i b trokuta CAD homologne su sa strani¬ 
cama b i a sličnoga trokuta GB A (§ 88., b) ; otud izlazi 

p : b = b : a. 

Stranice q i c trokuta ABD homologne su sa stranicama c 
a sličnoga trokuta CBA (§ 88., b), pa otud izlazi 
- q : c — c : a. 

Dodaci. 1, Ako su a, b, c, p, q, mjerni brojevi dužina, 
koje su u liku 67. označene tim slovima, onda iz prethodnih 
razmjera izlaze ove jednadžbe: 

v' 2 = pq, b 2 = ap, c 2 = aq ili 

v—j/pši b =]/ap, c = ]/aq. 

2. Iz b 2 = ap i c 2 = aq izlazi 

b 2 -)- c 2 = ap -j- ag — a (p -(- q), dakle 
b 2 —|— c 2 = a 2 , ili riječima: 

Kvadrat mjernoga broja hipotenuze j ednak j e 
zbroju kvadrata mjernih brojeva obiju kateta, ili 
kraće: Kvadrat hipotenuze jednak je zbroju kva¬ 
drata obiju kateta.*) 

Jednadžba b 2 -f- e 2 = a' 2 aritmetičkim načinom izrazuje Pi- 
tagorin poučak (§ 78., b i § 112., d). 

3. Ako su od mjernih brojeva a, b , c, v, p, q zadana dva, 
mogu se izračunati ostala četiri s pomoću jednadžbi v 2 = pq, 
b 2 = ap , c 2 = aq, a 2 = b 2 -j- c z . Kojagod od posljednje tri je¬ 
dnadžbe može se nadomjestiti jednadžbom a = p -\- q. 


*) Kadgod se odsele bude pokradenim načinom govorilo o u m n o- 
Scima dužina, treba uvijek razumijevati umnoške njihovih 
mjernih brojeva. 


Sličnost nmogokuta. 

§ 94. Poučci, a) Iz poučaka u § 87. izlazi, da su u sli¬ 
čnim mnogokutima homologne stranice razmjerne, a kutovi, što 
ih čine te stranice, uzajmice jednaki. Ali valja i obrnuto: 

Ako su kutovi jednoga nmogokuta uzajmice 
jednaki kutovima drugoga, uzetima istim ili su¬ 
protnim redom, i stranice jednoga razmjerne s ho- 
molognim stranicama drugoga, onda su mnogo kuti 
slični. 

Dokaz. U mnogokutima AB CD .. . i A l B 1 G l D 1 ... neka 
je A = A lt B = _JB 1 , G = O v -i 

AB : A 1 B 1 = BG ■. B 1 C 1 = CD : G X D =_= m. 

Ako su u oba mnogokuta uzajmice jednaki kutovi istim 
redom poredani, onda položimo te mnogokute tako, da su kra¬ 
kovi dvaju jednakih kutova uzajmice direktno usporedni, na pr. 
(lik 76.) AB H A 1 B 1 i BC\\B 1 C 1 (što je moguće po § 17., d). 

• Zatim potegnimo pravce AA V BB X i njihovim sjecištem 8 

pravac SC. U pravcu SC mora biti tačka C t ; kad ona ne bi 
bila u tom pravcu, taj bi pravac sjekao B l C 1 ili produženje te 
dužine u nekoj tački C\, pa bismo imali 

BC : B 1 C\ = SB : SB , = AB : A 1 B 1 = m, dakle 

BC — m B 1 C I 1 , [no po pretpostavci je BC = m B 1 C 1 , stoga 
mora biti B x C\ — B l C x , t. j. tačka C\ mora pasti na C\. 

Istim načinom dokazujemo, da je tačka D x u pravcu SD, 
i t. d. Budući da su ujedno svake dvije homologne stranice 
usporedne, to je SA : SA t = SB : SB V = SC : SC 1 = ..pa time 
je tvrdnja dokazana (po definiciji u § 86.). 

Ako uzajmice jednaki kutovi obaju mnogokuta nijesu po¬ 
redani istim redom, već suprotnim, onda treba jedan od njih 
najprije prevrnuti, a zatim se postupa kao u prethodnom slučaju. 

b) Ako se slični mnogokuti razdijele homolo- 
gnim dijagonalama na trokute, to su trokuti u 
jednom mnogokutu slični redom trokutima u dru¬ 
gomu. 

Dokaz. Neka je AB CD ... oo A 1 B 1 C 1 D 1 .. .im njihov modul. 
Ako se s dva homologna vrha potegnu sve dijagonale, na pr. 
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AC, AD, ... i A, G'j, . . ., to je ABC ^ A l B 1 C 1 (II. poučak 

sličnosti). Otud izlazi AC : A 1 C 1 == ni i J ACD = A 1 C 1 D 1 . Po¬ 
radi toga mora biti ACD <j~> A 1 C 1 D 1 , i t. d. 

c) Opsezi sličnih mnogokuta odnose se kao nji¬ 
hove dvije homologne stranice.^ 

Dokaz. Ako je m modul sličnih mnogokuta ABCD... i 
AJ l C l D 1 ..., onda je 

AB + BCJ CD 4-.. ■ = m {A 1 B l -f A A + AA + ••*)’ daMe 
(AB + BC + CD + . . •) : (AA + AA + AA + •••) = 
AB : A l B l = BC : B l C 1 = . ■. 

Dodatak. Pravilni mnogokuti s istom množinom stranica 
jesu slični. 


Primjena poučaka o sličnosti u nauci o kružnici. 


§ 95. Sličnost krugova. Svaka su dva kruga slična 
i ujedno perspektivno položena s obzirom na iz¬ 
vjesno izvanje i unutarnje središte sličnosti. 

— Dokaz. Neka su tačke 0 

i A (lik 79.) središta dvaju kru- 
gova k i V, OM neka je koji- 

S _ ] \( ' god polumjer prvoga kruga. 

J Ako je polumjer O l M l dru- 

goga kruga direktno usporedan 
g OM, polumjer 0 X M 2 inverzno 
Lik 79. usporedan s OM, onda pravac 

MM 1 siječe centralu 00 1 u izvanjem središtu sličnosti I, pravac 
MM. 2 u unutarnjem središtu sličnosti U. 

' Iz sličnosti trokuta OMI i OJMJ izlazi naime 01 : OJ 
__ OM : 0 l M l , a postavivši OM : 0 1 M l =m, dobivamo OI—mO l . 
Da je I izvanje središte sličnosti obaju krugova, uvjerit ćemo 
se time ako dokažemo, da zraka IN V koja siječe obod kruga 
h, u nekoj tački N v mora sjeći obod kruga k u tački N i da 
je IN=mI N To se zaista dešava; kad se naime središtem U 
povuče zraka direktno usporedna s OJ\, to ona siječe zraku 
IN 1 u nekoj tački, koju ćemo obilježiti slovom N, pa budući da 

je A 0NI °° 0NI v t0 -3 e 

N1 . N j = ON: OJ\ = 01 : OJ = m. Otud izlazi NI = m NJ-, 
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dalje izlazi ON=m 0 l N 1 — mO 1 M l = OM, a to dokazuje, da je 
tačka N zaista na obodu kruga k. 

Analognim postupkom dokazujemo, da je U unutarnje sre¬ 
dište sličnosti. 

Posij eci. 1. Ako pravac, koji je potegnut izvanjim ili 
unutarnjim središtem sličnosti dvaju krugova, dira obod jednoga 
od tih krugova, siječe taj obod ili nema s tim obodom za¬ 
jedničkih tačaka, onda taj pravac također dira obod drugoga 
kruga, odnosno siječe taj obod ili nema s njim zajedničkih ta¬ 
čaka. 

2. Iz 01= ni OJ izlazi 00 1 -\- OJ = m OJ, dakle 



Analogno se dobiva 


UO, =—A-rOO, i OU — — -7—7OO,. 
1 m -j- 1 1 _ ■ to -j- 1 1 


3. Oba središta sličnosti I, U dijele harmonijski središnju 
daljinu 00 1 obaju krugova, i to po omjeru njihovih polumjera. 
Iz 2. posljetka izlazi naime 01: OJ = OU : UO l = m. 


§ 96. Kružnica i pramen zraka. Ako je pramen zraka 
sječen kružnicom, to je umnožak (mjernih brojeva) 
obaju odrezaka, koji su u svakoj zraci omeđeni vr¬ 
hom pramena i tom kružnicom, iste vrijednosti za 
svelzrake pramena. 



Lik 80. Lik 81. 


Dokaz. Kružnica neka siječe kojegod dvije zrake pramena, 
kojemu je vrh tačka 8, u četiri tačke A, B i C, D (lik 80. ili 81.). 


Budući daje [3 = §, to je (po I. poučku sličnosti) A SAD oo SCB; 
dakle SA : SD = SC : SB ili 

SA . SB = SG . SD, gdje su SA, SB, ... 
mjerni brojevi tih dužina. 

Ako je S tačka kružnice, onda je mjerni broj jednoga 
odreska svake zrake jednak ništici, dakle je umnožak obaju 
odrezaka svake zrake jednak ništici. 

Po sijeci. 1. Ako je S unutar kružnice (lik 80.) i ako je 
tetiva EF _]_ OS, to je ES = SF, dakle SA : SE^= SE: SB, t. j.. 
polovina je tetive srednja geometrijska proporcionala među 
odrescima svake druge tetive, koja je njezinim polovištem po- 
tegnuta. 

2. Ako je S (lik 81.) izvan kružnice, pa ako se s tačke S 
potegne tangenta SE na kružnicu, to je SA: SE = SE: SB, t. j.: 
ako se s tačke potegnu tangenta i sekanta zadane kružnice, 
onda je dužina tangente srednja geometrijska proporcionala 
među oba odreska sekante; te odreske treba uzeti od zadane 
tačke do kružnice. 

§ 97. Potencija tačke s obzirom na kružnicu. Konstantna 
vrijednost umnoška SA . SB obaju odrezaka SA i SB kojegod 
zrake pramena, koji je sječen nekom kružnicom (§ 96.), zove 
se potencija tačke S s obzirom na tu kružnicu, no kod toga 
treba uzeti obzir na predznake tih odrezaka. 

Ako je tačka S unutar kružnice (lik 80.), tada su dužine 
SA i SB suprotnih smjerova, pa stoga im pripadaju nejednaki 
predznaci; dakle je potencija te tačke negativna. Ako se du¬ 
žina SO označi sa u, polumjer kružnice sa r, pa uzme li se, da 
je smjer od G prema EL pozitivan, onda je SR = u -(- r, 
SG = m — r (gdje je «<r), dakle je SR. SG — u 2 — r 2 . Apso¬ 
lutna vrijednost te potencije jednaka je kvadratu mjernoga broja 
dužine ES, koja je polovina tetive, što je tačkom S potegnuta 
okomito na premjer GR. 

Ako je tačka S izvan kružnice (lik 81.), tada su dužine 
SA i SB istoga smjera, pa stoga im pripadaju jednaki predznaci; 
potencija te tačke je dakle pozitivna. Budući daje SR=u-\-r, 
SG — u — r, gdje je SO = u i u < r, to je SR. SG = u 2 — r' 2 . 

U tom je slučaju potencija jednaka kvadratu mjernoga 


broja dužine SE, koja je omeđena tačkom S i điralištem E tan¬ 
gente ST. 

Ak o je S tačka kružnice, njezina je potencija s obzirom 
na tu kružnicu jednaka nuli, no budući da je u tom slučaju 
u = r, može se ta potencija također izraziti sa u 2 — r 2 . 

§ 98. Ptolemejev poučak. (Ptolemej iz Aleksandrije, oko 
god. 150. posl. Is.). Umnožak dijagonala tetivna četve¬ 
rokuta jednak je zbroju umnožaka njegovih su¬ 
protnih stranica. 

Dokaz. Neka su a, b, c, cl stra¬ 
nice zadanoga tetivnoga četverokuta 
ABCD (lik 82.), e i f njegove dija¬ 
gonale. Ako se načini <£ ADE=BDC, 
to je A ADE go BDG (po I. poučku 
sličnosti); otud izlazi 

AE : d = b : f. 

Ujedno je A ECD on ABD (ta¬ 
kođer po I. poučku sličnosti), te je 
EG: c = a:f. 

Ako u prethodnim razmjerima dužine a, b, ... zamijenimo 
njihovim mjernim brojevima, dobivamo 

fAE=bd i fEG = ac, dakle 
f (AE EG) — ac-\- bd, t. j. ef = ac -p bcl. 

Dodatak. Ako je tetivni četverokut ABCD pravokutnik, 
dobiva se Pitagorin poučak kao specijalan slučaj Ptolemejeva 
poučka, jer onda je a = c, b = d, e = f. 

§ 99. Zlatni rez (sectio aurea). a) Kaže se, da je dužina 
dijeljena po zlatnom rezu ili po postojanom razmjeru, 
kad je njezin veći dio srednja geometrijska proporcionala među 
cijelom dužinom i njezinim manjim dijelom. Tačka G dijeli 
dakle dužinu AB po zlatnom rezu, kad za AC > GB vrijedi raz¬ 
mjer AB.: AC = AG: GB. 

Dodatak. Dijeljenje dužine po postojanom razmjeru na¬ 
lazi se već u Euklidovim elementima geometrije. Euklid je 
živio u Aleksandriji oko god. 800. pr. Is. U srednjem vijeku 
bavili su se mnogo tim dijeljenjem i nazvali su ga sectio 
aurea. Takovo je dijeljenje dužine također važno s estetskog 
Segen: Geometrija za više razrede srednjih škola. . 6 





gledišta. Kažu, na pr., da je pravokutnik lijepoga oblika, ako 
veća i manja stranica njegova, kad su položene jedna do druge 
na isti pravac, čine zajedno dužinu, koja je njihovom zajedničkom 
tačkom dijeljena po zlatnom rezu. 

b) Ako je polumjer kružnice razdijeljen po 
zlatnom rezu, veći je dio polumjera jednak stranici 
pravilna deseterokuta, koji je upisan u tu kružnicu. 

Dokaz. Neka je (lik 83.) AB stra¬ 
nica pravilna deseterokuta, što je upisan 
u kružnicu, kojoj je polumjer OA. Onda 
je ^AOB = m\^OAB=OBA = l^. 
Simetrala BC kuta OBA dijeli trokut 
ABO na dva istokračna trokuta ABC i 
BCO, pa je AB = BC = CO. 

Iz poučka § 85., a) izlazi OB : AB = 
OG-.CA ili OA: OC=z OC: CA. Ujedno je AB > CA, dakle 
također OC > GA. 

c) Stranica pravilna peterokuta, koji je upisan 
u zadanu kružnicu, jest hipotenuza pravokutna tro¬ 
kuta, kojemu su katete polumjer kružnice i stranica 

upisana pravilna desete¬ 
rokuta. 

Dokaz. Neka je AB (lik 
84.) stranica upisana pravilna 
ff peterokuta. Potegnimo polumjere 
OA, OB, pa QC |! AB, BC || AO. 
Budući da je £ OBC = 72°, 
siječe BC kružnicu u još je¬ 
dnoj tački B, a budući da je 
BOD = 36°, to je BD stranica 
upisana pravilna deseterokuta. 

Po prethodnom poučku imamo 

BC : BD = BD : DC, jer je BC=AO. 

Ako se s tačke C potegne tangenta CE kružnice, to je 
BC: CE = CE: DC (po 2. posljetku u § 96.). Iz tih razmjera 
izlazi, da mora biti CE = BD, t. j. CE je jednaka stranici upi¬ 
sana pravilna deseterokuta. Iz pravokutnoga trokuta OEC izlazi 
istinitost tvrdnje. 
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Konstruktivni zadaci. 


§ 100. Osnovni zadaci, a) Razdijeli zadanu dužinu 
AB po zadanom omjeru. 

Da se dužina AB razdijeli po omjeru dviju zadanih dužina 
a i b, tako da bude djelište tačka „ 
dužine AB (lik 85.), to se tačkom A t b t 
potegne zraka AX, da bude BAX d/ 

konkavan kut, pa se načini AC —a, c /'\ 

CD — b i potegne CE^DB-, onda je 

AE: EB = AC: CD = a:b. \ .. 

Kad hoćemo dužinu AB razdije- A e ' b 'e, 

liti po omjeru a : b, tako da bude 86 

djelište u produženju dužine AB, na¬ 
crtat ćemo zraku AX i AC—a kao u prijašnjem slučaju, no 
učinit ćemo CD 1 — bi CE X |j D X B\ onda je 

AE X : BE X =AC:D X C= a : b. 


Dodaci i. Prethodni se zadatak može također tako rije¬ 
šiti, da se nacrtaju dvije kružnice, kojima su središta tačke A i 
B, a polumjeri dužine a i b, pa da se onda odrede oba sre¬ 
dišta sličnosti tih kružnica (§ 95.). 


2. Kad hoćemo dužinu AB razdijeliti po brojnom omjeru 
m : n, načitajmo dužine a i b, od kojih je prva m-strnka, druga 
pak w-struka kojagod dužina, pa onda konstruirajmo kao što 
prije s pomoću dužina a i b. 

3. Budući da tačke E i E x harmonijski dijele dužinu AB, 
pokazuje prethodna konstrukcija, kako će se riješiti ovaj za¬ 
datak: k jednoj od tačaka E i E x odredi drugu harmonijski ko- 
njugiranu tačku. 

b) K trima zadanim dužinama a, b i c odredi če¬ 
tvrtu geometrijsku proporcionalu. 

Učini na krakovima konkavna kuta (lik 85.) AC = a, 
CD = b-, AE = c, pa potegni DB || CE] onda je a : b = c: EB, 
dakle je EB tražena dužina. 

c) K dvjema zadanim dužinama p, q odredi 
srednju geometrijsku proporcionalu. 

Nacrtaj polukružnicu, kojoj je premjer dužina q-\-p = BC 
(lik 78.), gdje je BD = q, DC = p, pa tačkom D potegni okomicu 

* 


84 


premjera BC\ ta okomica siječe polukružnicu u tački A; AD 
srednja je geometrijska proporcionala dužina p i q (po § 93., 
a) ili po 1. posljetku u § 96.). Dvije druge konstrukcije izlaze iz 
§ 93., b) i iz 2. posljetka u § 96. 

đ) Konstruiraj zajedničke tangente dviju kru¬ 
žni ca. 

Odredi središte sličnosti zadanih krugova, pa sa svakoga sre¬ 
dišta sličnosti potegni tangente na jednu zadanu kružnicu; one 
su zajedničke tangente obiju kružnica (§95. 1. posljedak.). Dvije 
kružnice imaju dakle četiri zajedničke tangente, koje se zovu 
izvanje ili unutarnje zajedničke tangente prema tome, da 
li one idu izvanjim ili unutarnjim središtem sličnosti obaju kru¬ 
gova. 

e) 1. Zadanu trokutu ABC, ili 2. zadanu mnogo- 
kutu ABCB .... konstruiraj sličan trokut A,B,C„ 
odnosno sličan mnogokut A,B,C,D, ..., ako je za¬ 
dana stranica A,B„ koja je homologna stranici AB, 
ili ako je omjer AB : A,B, zadan modulom mili omje¬ 
rom dviju dužina. 

1. Nacrtaj najprije A,B„ pa konstruiraj $(A,=A, B 1 = B. 

2. S kojegod tačke S (lik 76.) potegni zrake vršnim ta- 
čkama zadanoga mnogokuta ABGD ..., pa odredi u zraki SA tačku 
A„ da bude SA : SA 1 = AB : A,B, ; onda tačkom A 1 potegni 
usporednicu prema AB, dok ona siječe zraku SB u B 1 ; isto 
tako tačkom B 1 potegni usporednicu prema BG i t. d. Mnogokut 

A,B,C,D, .. . traženi je mnogokut. 

Za središte sličnosti S može se također uzeti kojigod vrh 
zadanoga mnogokuta ili kojagod tačka jedne njegove stranice. 

§ 101. Metoda sličnih likova. Ako od n zadanih uvjeta, 
prema kojima treba konstruirati neki lik, njih n — 1 određuje 
oblik toga lika, onda se put za konstrukciju traženoga lika 
može naći postupkom, koji se zove metoda sličnih likova. 
Ta se metoda sastoji u tom: 

Najprije se prema n — 1 uvjetu konstruira po volji velik 
lik, koji je sličan traženomu, pa zatim treba s pomoću w-toga 
uvjeta i zgodnih poučaka o sličnim likovima odrediti veličinu 
traženoga lika. 
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i. primjer. Nacrtaj trokut ABC, ako su zadani 
njegovi kutovi a i p pa njegov opseg o. 

Nacrtaj trokut A,B,C„ u kojemu su kutovi a i [3 na stra¬ 
nici A,B,, koja je kakogod velika. Budući da je ABC oo A 1 B l C 1 , 
to (po poučku § 94., c) imamo (A,B, B,C,-\-C,A,) :o = 

A l B 1 : AB, t. j. AB je četvrta geometrijska proporcionala prvih 
triju poznatih članova toga razmjera, pa se može dakle odre¬ 
diti (§ 100., b). Zatim nacrtaj trokut ABC, u kojemu su na 
stranici AB kutovi a i [3; njegov opseg jednak je o. 

Determinacija. Zadatak je određen i jednoznačan. 


2. primjer. Nacrtaj trokut ABC, c 

ako su zadani njegovi kutovi a i [3, 
zbroj s visine v s , koja jepotegnuta \ \ 

s vrha G kuta 7 , i stranice &,t.j. s = « 3 -| -b. A L~A.~-Sb 

Nacrtaj trokut A,B,C (lik 86.), u kojemu A G \—U- ^b, 

su zadani kutovi a i p na stranici A,B„ koja \ \; 
je kakogod velika. U tom trokutu potegni \ ) e 

GD 1 J_ A X B V produži tu visinu za D l E 1 = CA t , \\ 

pa načini GE = s. Ako se onda potegne E , 

EA || E ] A 1 i AB || A X B V to je ABC traženi Lik 86 : 

trokut. 

Dokaz. Budući da je AB || A 1 B 1 , to je kut BAC=^= 
B 1 A 1 C= a i kut ABC = A 1 B 1 G = [3. Onda imamo CD: CD X = 
CA : CA,, dakle također 

. (CD -f CA): (CD 1 + GA,) = CA : CA, = CE: CE, ili 
(CD -f CA) : CE, = s : CE,. 


Otud izlazi CD -j- CA == s. 


Determinacija. Zadatak je određen i jednoznačan. 


§ 102. Algebarska analiza konstruktivnih zadataka. U 

analizi mnogih konstruktivnih zadataka postupa se često tako, 
da se međusobni odnošaji među zadanim i traženim veličinama 
izrazuju . jednadžbama među njihovim mjernim brojevima. Rje¬ 
šavanjem takovih jednadžbi dobivaju se za nepoznate mjerne bro¬ 
jeve algebarski izrazi, koje treba svesti ha njihovo geometrijsko 
značenje, t. j. treba ih konstruirati. Takav se postupak zove 
algebarska analiza. 

Rješavanje geometrijskih zadataka s pomoću algebarske 
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analize potječe od francuskog matematika Viete (Vieta je živio 
od g. 1540.—1608.). 

1. primjer. U zadanu kružnicu upiši pravilan 
desete r oku t. 

Analiza. Ako je r mjerni broj zadanoga polumjera, s mjerni 
broj stranice upisana pravilna deseterokuta, onda po poučku u 
§ 99., b) imamo r:s = s: [r — s), dakle s 1 -\-rs = r 2 . Da se iz 
te jednadžbe izračuna s, pribroji! će se lijevoj i desnoj strani 

jednadžbe ; onda se dobije 

( s + ^) = r2 + (~y) . dakle 

s + = V r ' 2 +(x) 2 m 

c Konstrukcija. Potegni kojigod pre- 

mjer AB (lik 87.) zadane kružnice, pa na- 
/ / I \\ \ crtaj polumjer OC okomito na 45; odredi 

j j j \\ \ polovište I) polumjera OA i na premjeru 

ado e b AB načini dužinu DE — DC. OE je tra- 
Lik 87. žena stranica upisana pravilna desetero- 

kuta. 

Dokaz. Iz konstrukcije izlazi DC — J/ r 2 -)- i 

OE = DE — DO = DG — DO, t. j. 



Dodatak. Dužina GE jednaka je stranici pravilna petero¬ 
kuta, koji se može upisati u zadanu kružnicu (§ 99., c.). 


c 



A D BII I 


Lik 88. 


2. primjer. U zadani tro¬ 
kut ABC upiši kvadrat. 

Analiza. Neka je ABC za¬ 
dani trokut (lik 88 .), EE stranica tra¬ 
ženoga kvadrata. Ondaj eAB:EF— 
AC : EC = DC : GC. Ako su c, 
v i x mjerni brojevi od AB , 
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Cl) X AB i od DG = EF, to iz prethodnoga' razmjera izlazi 
c . x _ v . ( w _ dakle cv — cx = vx, cv = (c + v) x, ili 
(c -f v) : c = v : x, t. j. x je četvrta geometrijska proporcionala 
od (c —j— -w), c i v. 

Konstrukcija. Načini DEL — c, HI — v, pa potegni 
HG |! IC. Tačkom G potegni EE || AB ; EE je jedna stranica 
traženoga kvadrata. 

Determinacija. IJ trokut možemo upisati jedan kva¬ 
drat, dva ili tri kvadrata prema tome, da li je trokut tupokutan, 
pravokutan ili šiljastokutan. 

Dodatak, Ako su u kojem konstruktivnom zadatku za¬ 
dane i tražene veličine dužine a, b, c . . ., ili ako se one s po¬ 
moću dužina dadu odrediti, onda se konstrukcija izraza, što ih 
algebarskom analizom dobivamo, dade izvršiti, kad se ti izrazi 
mogu svesti na ove najjednostavnije oblike: 

1 . a —[— b, Oj b : 

2 . na, gdje je n neimenovan broj. 

b . . b , 

Ako je n količnik omjera —, onda imamo izraz —a, koji 


se dade konstruirati po § 100 ., b). 
Iz ^ = x izlazi naime c:b = 


Ako je x = U 'y , konstruira se najprije y 
CL 6 


ti u j 

— pa onda 



3 . ]/ab, J/a^f b-, ]/a 2 -b 2 -, prvi se izraz konstruira po 
100., c), druga se dva konstruiraju po 2. dodatku u § 93. 


Izračunavanje stranica pravilnih, mnogokuta. 

§ 103. U kružnici upisan i oko nje opisan kvadrat. Ako 

je r polumjer kružnice, stranica upisana kvadrata, stranica 
opisana kvadrata, onda je 

s 4 2 -j- s 4 2 = 4 r 2 , dakle s t = r ]/ 2 , S i = 2 r. 

Otud izlazi dalje 

r = |s 4 Y% = \S,. 
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§ 104. U kružnici upisan pravilan đeseterokut i upisan 
pravilan peterokut, a) Stranica s 10 upisana pravilna đesetero- 
kuta izlazi iz 1. primjera u § 102. Imamo naime 

*io =]/'■ r2 + (y) ~ 2 iH s io =-jVŽ~ -j, t. j. 

s io = (]/•> - l). 

b) Stranica s 5 upisana pravilna peterokuta dobiva se iz 
jednadžbe 

s 5 2 == r l -(— s 10 2 (vidi § 99., c.). Dakle je 

9 ■ 9 

s 5 2 = ~ (6 — 21/5) r 2 = -j- (10 — 2 1 / 5 ) ; otud izlazi 
4 4 


§ 105. Stranica opisana u-terokuta. Izračunaj stra¬ 
nicu S n pravilna »-terokuta opisana oko kružnice, 
, koj oj j e polumj er r, iz stranice 
/ O | s n u toj kružnici upisana n-te- 

1 /' j X. i r o k u t a. 

\ \jjr '"- v ^ Ako je (lik 89.) OA = r poiu- 

/ x mjer kružnice, AB = s (i , potegni OC J_ 

--AI> i tačkom 0 tangentu kružnice; 

ta tangenta siječe zrake OA i OB u 
D i E, pa je DE = S H stranica opi¬ 
sana n-terokuta. Budući da je /\ BEO cn ABO , to je 


DE : AB = OC : OF ili 


r ž — dakle. 
4 


8 „ = 


Dodatak. Iz s 6 = r dobivamo 
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S 

6 l/s 


2rj/3 

3 


§ 106. Stranica upisana 2n-terokuta. Izračunaj stra¬ 
nicu s 2n pravilna 2 «-teroku'ta upisana u kružnici, 
kojoj je polumjer r, iz stranice s n E 

u toj kružnici upisana n-terokuta. ~j\ \ 

Neka je (lik 90.) AB = s n . Potegni f j\ \ 
OC J_ AB, onda je AC=CB = s 2n . i / ^o \ 

Budući da je ACE pravokutan tro- \ //[ J 

kut, to je (po § 93., b) \/ \j, / 

2r : s 2h = s 2h : CD ili 

s\ n = 2r. CD = 2 r (r — OD), t. j. Lik 90. 


Na pr 


s\ n = 2 r (r - \/r* — ; đakh 

—V ^ ( r ~V r ~ 2 - j x)- 
• *i2 = V % r (*■•— V r ' 2 — ir) = 


1 / / 

r . 

\ 1 

\ 2 r ( 

r ^ 

|g<i 

i 

s) = r[ 


'2 - j/3- 


Izračunavanje oboda ili periferije kruga. 

§ 107. Objašnjenja. Budući da je obod kruga krivulja, 
ne može se on direktno' izmjeriti dužinom, već treba najprije 
ustanoviti, što se razumijeva pod mjernim brojem oboda. 

Ak o se u krugu, u kojemu je konveksni mnogokut upisan, 
sa svaka dva vrha, što dolaze jedan za drugim, potegnu tetive k 
nekoj tački luka, što ga ovi vrhovi omeđavaju, dobiva se nov upisan 
mnogokut od dva puta toliko stranica, kojega je opseg veći ne¬ 
goli opseg prijašnjega (§ 25., a). Ako se ovakovim načinom broj 
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stranica upisanih mnogokuta neograničeno povećava, to sa bro¬ 
jem stranica neprestano raste također opseg, a đa se ipak i uz 
neograničeno povećavanje broja stranica ne može posve sastati 
s obodom kruga, jer su stranice upisanih mnogokuta, budući da 
su tetive kruga, svagda u samom krugu. 

Ako se pak na obod kruga, oko kojega je koji konveksni mno- 
gokut opijan, između svake dvije stranice, što dolaze jedna za 
drugom, potegne tangenta, to nastaje nov opisan mnogokut od dva¬ 
put toliko stranica, kojega je opseg manji negoli opseg prijašnjega 
(§ 25., a). Ako se ovakovim načinom broj stranica opisanih 
mnogokuta neograničeno povećava, to se njihov opseg nepre¬ 
stano umanjuje, no i uz to neprestano umanjivanje ne može se 
on ipak nigda posve sastati s obodom kruga, jer su stranice 
opisanih mnogokuta, budući da su tangente oboda, svagda izvan 
kruga. 

Otud izlazi: ako je pravilan mnogokut u krugu upisan i 
drugi oko kruga opisan, pa ako broj njihovih stranica neogra¬ 
ničeno raste, onda se mjerni brojevi opsega obaju mnogokuta 
neograničeno približuju zajedničkoj granici, koja je mjerni 
broj oboda ili periferije kruga; mjerni brojevi opsega 
upisanih mnogokuta neograničeno se približuju toj granici ra¬ 
stući, oni opsega opisanih padajući. 

Izračunavanje mjernoga broja za obod kruga zove se re- 
ktifikacija kružnice. 

§ 108. Mjerili broj za obod kruga. Da se približno odredi 
mjerni broj za obod kruga, izračunat . će se opsezi upisana i 
opisana pravilna n-terokuta za tako velik n, da se mjerni bro¬ 
jevi tih opsega podudaraju u p prvih znamenaka, koje vrijede; 
onda će ove znamenke pripadati također broju, koji je mjerni 
broj kružna oboda. Približna vrijednost kružnoga oboda, koja se 
tim postupkom dobiva, stim je tačnija, što je p veće. A budući 
da se p može načiniti kakogod veliko, treba držati, da je obod 
kruga tim postupkom određen. 

Započnimo računanje, što je najzgodnije, s upisanim pra¬ 
vilnim šesterokutom, kojemu je — kako je poznato — stranica 
s e jednaka polumjeru r kruga; onda s pomoća formula 
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(§ 106. i 105.) izračunajmo najprije s 12 , s 2i , s 18 , . . . . i S 6 , S 12 , 
S 2i , S is . . . ., pa zatim opsege o 12 , o 2i , o 48 , .... upisanih pra¬ 
vilnih mnogokuta i opsege 0 6 , 0 12 , 0 2i , 0 48 , .... opisanih pra¬ 
vilnih mnogokuta. Rezultate takova računa] prikazuje ova skri- 
žaljka: 


n 

On 

o n 

1 

n 

0 n 

O n 

6 

Sr. 3-00000... 

2r. 3-46410... 

192 

2 r. 3-14145... 

Sr. 3-14187... 

12 

Sr. 3-10583... 

Sr. 3-21539... 

384 

%r. 3-14156... 

Sr. 3-14166... 

24 

2r.3-13263... 

2 r. 3 - 15966... 

768 

2r. 3-14158... 

Sr. 3-14161... 

48 

Sr. 3-13935... 

2r. 3-14609... 

1536 

2r. 3-14159... 

Sr. 3-14160... 

96 

2r. 3-14103... 

Sr. 3-14271... 

3072 

2r. 3-14159... 

Sr. 3-14159... 


Mjerni brojevi opsega upisana i opisana pravilna 3072-kuta 
podudaraju se u šest prvih znamenaka, stoga one vrijede i za 
mjerni broj periferije kruga. Dakle: 

Obod kruga, kojemu je polumjer r, jednak je 
2r . 3-14159 .. . ili ukratko 2 nr, ako se broj 3-14159... 
označi slovom it. 

Broj n zove se Ludolfov broj (po Ludolfu van Ceulen, 
koji ga je oko god. 1600. pos. Is. izračunao na 35 decimala; 
k = 3-14159 26535 89793 23846 -). 

Prijašnji poučak glasi dakle također ovako: 

Obod kruga jednak je umnošku premjera s Lu- 
dolfovim brojem, t. j. o — S%r — %d, gdje je r polumjer, d 
premjer kruga. 

Dodaci. 1. Broj it je iracionalan, jer se on ne da ni pri¬ 
jašnjim ni ikojim drugim postupkom posve tačno izračunati. Ipak 
se broj tc dade izraziti racionalnim brojevima tako, da bude gra¬ 
nica pogrješke po volji malena. Već je Arhimed (278. cio 212. 
pr. Is.) našao, da je 3| >jt>3f?. Prvi se broj često upotre¬ 
bljava, gdje ne treba velike tačnosti; on je tačmji nego 3 - 14. 
Metius, suvremenik Ludolfov, našao je za % vrijednost f||, 
koja daje šest ispravnih decimalnih mjesta. Viša matematika uči 
mnogo zgodnijih metoda za izračunavanje broja tc. 
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2. Iz o = icd i o x = te d v gdje su o, o 1 obodi dvaju krugova, 
d, d 1 njihovi premjeri, izlazi o : d = o x : d l — it, t. j..: 

Omjer između oboda kruga i njegova premjera 
iste je vrijednosti za sve krugove. 

3. Dalje izlazi o : o 1 = d : d 1 = r : r x , t. j: 

Obodi dvaju krugova odnose se kao njihovi 
premjeri ili kao njihovi polumjeri. 


§ 109. Relttifikacija luka. Dva luka iste kružnice ili 
jednakih kružnica odnose se kao njima pripadni 
središnji kutovi. 

Dokaz. Neka su lukovi AB i CD (lik 91.) sumjerljivi, a 

0 1uk AM neka je njihova zajednička mjera. 

s Uzmimo, daje AB =.niAM, CD = n AM ; 
,i/ onda je AB : BD = m : n. 

^ Ako se k svakomu djelištu obaju lukova 

potegnu polumjeri, to je <£ AOB = m . AOM, 
Lik 91. GOD = n . AOM, dakle <£ AOB : COD = 

m: n, pa je stoga AB: CD = <£( AOB : GOD. 
Ako su lukovi AB i CD nesumjerljivi, onda se istinitost 
tvrdnje dokazuje analogno kao poučak .u § 84., a). 

Po sijeci. 1. Luk l kružna oboda odnosi se prema obodu 
o istoga kruga, kao središnji kut a, koji pripada tomu luku, 
prema punomu kutu. 

Dakle l: o = a : 360, gdje a mora biti izražen u stupnje¬ 
vima. Otud izlazi 


To je formula za rektifikaciju luka. 

Ako je a izražen u minutama, onda u nazivniku mjesto 
360 treba metnuti 360.60; ako je a izražen u sekundama, treba 
metnuti 360.60 2 . 

2. Dva se luka nejednakih kružnica, kojima pripadaju jednaki 
središnji kutovi, odnose kao polumjeri (ili premjeri) tih kružnica. 

Ako su naime r i r } polumjeri dviju kružnica, l \ l x lukovi 
tih kružnica, koji pripadaju središnjem kutu od a°, onda iz 
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i \ = 


l = r : 


§ 110. Lučna mjera kuta. Iz formule l = 


, . i C7. . 1 OU V 

sljedak u § 109.) izlazi — — ^ i « = ~ y 

Vrijednost omjera l : r mjerni je broj luka l, ako je polu¬ 
mjer r uzet za jedinicu dužine. Iz prethodnih formula izlazi, da 
je omjer l : r posve izvjesno određen, kad je zadan središnji 
kut a, koji pripada luku l, ili obrnuto: kut a posve je izvjesno 
određen, kad je zadan taj omjer. 

Stoga se omjer l : r, t.j. mjerni broj luka s obzirom 
na polumjer kao jedinicu dužine, upotrebljava za odre¬ 
đivanje pripadnoga središnjega kuta a, pa se zove lučna mjera 
kuta a za razliku od kutne mjere (t. j. omjera između kuta i 
kutnoga stupnja; §9.). Omjer l : r označuje se obično sa are a 
(čitaj arkus a), pa tada imamo ove formule: 

ti a. . 180 

- are a *= T80 1 “ = T &rC a ' 


Tako je na pr. are 360° = 2 tt, are 180°= ic, are 90° = 


are 60° 


45 ° = t , are 1 ° 


Ak o je pak zadan are a 


4 ’ 180 

1 , onda mora biti 


= 0-017453, i t. d. 


= - = 57-295 7795° = 57° 17' 44'8". 


IV. Odsječak. 

Izračunavanje ploština. 

Ploština mnogokuta. 

§ 111. Objašnjenja. Kao jedinica za mjerenje likova (§ 81.), 
t. j. kao plošna jedinica, uzima se kvadrat, kojemu je stranica 
jednaka jedinici dužine, dakle lm, pa se ploština toga kvadrata 




zove 1 kvadratni metar (lm 2 ). Ploština kvadrata, kojemu je 
stranica 1 dm, lem, . . ., zove se 1 kvadratni decimetar 
(1 dm 2 ), 1 kvadratni centimetar (lem 2 ), . . . 

Omjer zadana lika i plošne jedinice, ili broj, koji kazuje, 
koliko se puta mora plošna jedinica staviti kao pribrojnik, da 
se zadani lik dobije za zbroj (ili kraće: koliko je puta plošna 
jedinica sadržana u zadanom liku), zove se mjerni broj za 
ploštinu toga lika s obzirom na uzetu plošnu jedinicu. 

Ako je na pr. P ploština nekoga lika, Q plošna jedinica, a 
P : Q = n ili P=nQ, onda je neimenovani broj n mjerni 
broj za ploštinu toga lika, a imenovani broj nQ je plo¬ 
ština toga lika. 

Budući da se ploština lika gotovo nikad ne može odrediti 
direktnim mjerenjem, to se ona izračunava, a taj se postupak 
zove kvadratura lika. 


§ 112. Pravokutnik i kvadrat, a) Pio š ti ne dvaju pra¬ 
vokutnika, kojima su visine jednake, odnose se kao 
njihove osnovnice. 

Dokaz. Neka su ABCD i EFGR (lik 92.) zadani pravo¬ 
kutnici, kojima su visine jednake. Ako su osnovnice AB i EF 

su mjerljive, onda se nji¬ 
hova zajednička mjera AM 
može odmjeriti bez ostatka, i 
to na AB m puta, na EF n 
puta; dakle j e AB : EF = m : n. 
Potegnemo li djelištima oko¬ 
mice na osnovnice, razdijelit 
će se ABCD na m pravoku¬ 
tnika, EFGH na n, koji su svi među sobom sukladni. Otud izlazi, 
da je ABCD : EFGH = m : n, dakle AB CD : EFGH = AB : EF. 



Ako su nasuprot osnovnice nesumjerljive, onda se sasvim 
istim zaključcima, kao kod dokazivanja poučka § 84., a), dolazi 
do nejednadžbi 


m ^ AB 
AC < ~EF 


m -j- 1 
^ n 


ABCD 

EFGR 


m -\- 1 


Budući 


da te nejednadžbe postoje za kakogod veliki broj n i pripadni 
broj m, to vrijedi razmjer ABCD : EFGH = AB : EF. 
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b) P1 o š t i n e dvaju pravokutnika, koji masu osno¬ 
vnice jednake, odnose se kao njihove visine. 

Dokaz. Uzmimo, da su stranice AD i EH (lik 92.) osno¬ 
vnice, AB i EF visine, pa upotrijebimo prethodni poučak. 

c) Mjerni broj za ploštinu pravokutnika jednak 
je umnošku mjernih brojeva njegove osnovnice i 
visine, ili kraće: ploština pravokutnika jednaka je 
umnošku osnovnice s visinom.*) 

Dokaz. Isporedimo ploštinu zadanoga pravokutnika ABCD 
(lik 93.) s ploštinom pra- n c jc a 

vokutnika EFGR , kojemu F 

je osnovnica EF jedinica ^ j V Ji f ^ 

dužine, visina FG jednaka ^ ^ y 

visini BG zadanoga pravo-___] _.._ _ 

kutnika, pa zatim ispore- F. ° li a ‘ -F ‘ F 
dimo ploštinu pravokutnika Lik Od. 

EFGR s plošnom jedinicom 

KTjMN — Q. Ako su b, v mjerni brojevi osnovnice i visine za¬ 
danoga pravokutnika, onda imamo: 

ABCD : EFGR = b : i, dakle ABCD = b . EFGR : 

EFGR : KLMN = v : 1, dakle EFGR = v . KLMN. 

Otud izlazi AB CD = b v . KLMN ili 

ABCD = bv . Q, t. j. bv je mjerni broj za 

ploštinu zadanoga pravokutnika. 

d) Ploština kvadrata jednaka je drugoj poten¬ 
ciji (kvadratu) njegove stranice. P — a 2 . 

Dodatak. Otud se dade protumačiti izraz „kvadrat broja" 
za drugu potenciju toga broja i označivanje lm 2 , 1 dm , . 

za i kvadratni metar, 1 kvadratni decimetar, • • ■ ■ 

Po prethodnom je 1 ni 2 — = 100 dm 2 == 10.000 cm 2 , i t. d. 

Kod mjerenja većih površina (na pr. zemljišta) zove se 
100 m 2 jedan ar (a) i i00 a jedan hektar (1 ha). 

§ 113. Paralelogram, trokut, trapez, a) Ploština sva¬ 
koga paralelograma jednaka je umnošku osnovnice 
s visinom (po posljetku u § 75.). P = bv. 

*) Takav pokradeni način govora upotrijebit će se odsada svagda; 
isporedi bilješka na str. 76. 
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b) Ploština trokuta jednaka je polovini umno¬ 
ška osnovnice s visinom (§ 76.). P——. 

Posij eci. 1. Ploštine dvaju paralelograma, kojima su 
osnovnice (visine) jednake, odnose se kao njihove visine (osnovnice). 
Iz p = it i P 1 = izlazi naime P: P l = lv : b 1 v l . Ako je 
dakle b — b v bit će P \ P l = v \ v v i t. d. 

<Ž. Ploštine dvaju trokuta, kojima su osnovnice (visine) 
jednake, odnose se kao njihove visine (osnovnice). 

c) Ako se dva trokuta podudaraju u jednom 
kutu, odnose se njihove ploštine kao umnošci stra- 

a nica, koje taj kut čine. 

Dokaz. Sastavimo zadane trokute 

/ ABC i AJfE Lako, da se pokrivaju jednaki 

b A c kutovi A i A 1 (lik 94.), pa potegnimo 

/ P)C. Ako su b , c, d, e mjerni brojevi stra¬ 
ži nica AC, AB, AE, AD, onda se po pret- 

Lik 94. Podnom posljetku dobiva 

ABC : ADC = AB : AD = c : e. 

ACD : AED = AC : AE == b : d. Otud izlazi 
množenjem obaju razmjera 

ABC : ADE = bc : de. 


d) Ploštine sličnih trokuta odnose se kao kva¬ 
drati njihovih homolognih stranica. 

Dokaz. Neka su a, b, c, P i a v b v c v P, mjerni brojevi 
stranica i ploština obaju sličnih trokuta. Po prethodnom poučku 
imamo 

P : P l = ab : = {a : %) {b : bj, 

no budući da su trokuti slični, mora biti 


a : a x = b : b v dakle je 
P : P x a 2 : a x 2 = b % : b 2 = c 2 : c 2 . 

e) Ploština trapeza jednakaje polovini umnoška 
od zbroja njegovih usporednih stranica s visinom, 
ili: jednaka je umnošku njegove srednjice s visi¬ 
nom (§ 77., a i § 64., c.J. 
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P= ^+ c > m p = SV} 

gdje su a, c mjerni brojevi usporednih stranica trapeza, s mjerni 
broj visine. 

§ 114. Mnogokut. a) Ploština pravilna mnogokuta 
j ednaka j e polo vini umnoška njegova opsega s po¬ 
lumjerom upisane kružnice. 

Dokaz. Neka je n broj stranica pravilna mnogokuta, s 
mjerni broj stranice, p mjerni broj polumjera upisane kružnice. 
Ako se sa središta ove kružnice potegnu dužine k svima vrho¬ 
vima, raspada mnogokut na n sukladnih trokuta. Ploština ta¬ 
kovoga trokuta je i sp, stoga je ploština mnogokuta ova: 

p_ „ S P __ ns -p o.p 

^ — '—1— = —g - ’’ 

gdje je o mjerni broj mnogokutova opsega. 

b) Ploštine sličnih mnogokuta odnose se kao 
kvadrati njihovih homolognih stranica. 

Dokaz. Neka su ABCDE... i A 1 B 1 C 1 D 1 E 1 ... zadani 
slični mnogokuti i AB : A 1 B 1 = m. 

Razdijelimo oba mnogokuta homolognim dijagonalama, 
možda s vrhova A i A v na slične trokute. Onda je (po § 113., d) 
ABC : A l B l C l — m~ ili 
ABC = m 2 A 1 B 1 C 1 . Isto tako je 
ACD — ni 2 Aj C' 1 P 1 , 

ADE -- m 2 A 1 D 1 E 1 , 

. Zbrojivši ove jednadžbe 

dobivamo ABGDE .. . = m- A 1 B 1 C 1 D l E 1 . 

Ako su a i a t mjerni brojevi stranica AB i A r B v to je 
a : a 1 = m, a 2 = m 2 a^ pa stoga je 

ABCDE A l B 1 C l D ] E l ... = a 2 : a 2 . 

Dodatak. Da odredimo ploštinu nepravilna mnogokuta, 
izrazit ćemo ga s pomoću zgodnih pomoćnih dužina kao alge¬ 
barski zbroj trokuta i trapeza. 

Računski zadaci. 

§ 115. Iz mjernih brojeva a, b, c trokutovih stra¬ 
nica izračunaj ploštinu P trokuta. 

Segen: Geometrija za više razrede srednjih škola. • 7 
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Rješenje. Neka je u trokutu ABC (lik 95.) visina 
AB — v, dužina BC — x. - -A 

S pomoću trokuta ABC i ABB dobi- /|\ 


v *=h 2 —x 2 , « 2 = c 2 — (a — x) 2 , dakle 

&2 _ x 2 = c 2 — (a — x) 2 ; otud izlazi 

a 2 4- 5 2 —c 2 . .. . 

* = - ■■ ■- ; dal 3 e 3 e 


--a- 

Lik 95. 


«* = 5 2 - a; 2 = (6 + ®) (6 - *) ili 

2 a & -f ■ u 2 -j- & 2 — c 2 2 ai — a 2 — 5 2 -|- c 2 __ 
2a 2a - 


I(a + & ) 2 _ C 2 -| (c 2 (a 5) 2 j __ 

4^ 

(a + 5 + c) (a -(- & — c) (c + a — &) ( c ~ a + *0 
4a 2 

Postavimo li a + 5 + e = 2s, to je (a +5 — c) =2(s —c), 
(a — 5 -j- c) = 2 (s -— 6), — a + & -j- c = 2 (s a), a 

4s(s —a)(s— jHs — c) dakle (s — a) {s — 6) (»—c). 

a 2 a 

Stoga je ploština B = ~ = ^s (s — a) (s 5) (s c )- 

Do istoga se dođe rezultata, kad je kut B (ili kut C) tro¬ 
kuta ABC prav ili tup. 

Ta*se formula zove Heronova formula (Heron je živio 
u Aleksandriji oko god. 150. pr. Is.). 

Napr: iz a = 15, 5 = 14, c='13 izlazi P = J/21 .6.7(8 = 
J/377.2.3.7. 274 = 3 . 7.2.2 = 84. 

Dodatak. Ako su faktori umnoška mjerni brojevi od h 
dužina (ili crta), kaže se, da taj umnožak ima n dimenzija ili 
da je broj n njegova dimenzija. Dimenzija količnika jednaka je 
razlici dimenzija dividenda i divizora. Dimenzija potencije dobiva 
se, kad se dimenzija osnovke pomnoži eksponentom. Dimenzija 
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korijena dobiva se, kad se dimenzija rađikanđa podijeli ekspo¬ 
nentom korijena. 

Dužina je svagda određena izrazom jedne dimenzije, plo¬ 
ština izrazom od dvije dimenzije. 

Ako se u izrazima za geometrijske veličine nalaze zbrojevi 
i razlike, to oni moraju biti homogeni, t.j. svi članovi moraju 
imati istu dimenziju. 

§ 116. Iz mjernih brojeva a, 5, c trokutovih stra¬ 
nica izračunaj polumjer r kružnice opisane oko 
njega. 

Rješenje. Potegni vrhom A zadanoga trokuta ABC (lik 96.) 
premjer AE opisane kružnice i visinu AI). Onda je A AEC oo ABB , 
dakle 

2r : c = 5 : v, 


trokuta ABC. 


r 


5c _ aic 

9,v 2 av 


aic 

TT' 


gdje je P ploština 


Stoga je r = 


aic 

4 1/s (s — a) (s — 5) (s — c) 


Analognim se postupkom uvjeravamo, da ta formula vri¬ 
jedi i onda, kad je kut B ili C prav 
ili tup. 

Dodatak. Za istostraničan trokut 

{a = 5 = c) izlazi r = ~ J/3. Direktno 

se taj rezultat može dobiti, ako se uzme 
na um, da se sve osobite tačke (§ 63.) 
istostranična trokuta sastaju u istoj tački, 
koja, budući da je težište trokuta, dijeli 

njegovu visinu u omjeru 1 : 2. Stoga je r = a budući da je 
v = "f-VŠ, to je r = -|-]/3. 



§ 117. Iz mjernih brojeva a, 5, c trokutovih stra¬ 
nica izračunaj 1. polumjer p u njemu upisane kru¬ 
žnice, 2. polumjere p v p 2 , p 3 kružnica, koje diraju 
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jednu njegovu stranicu i produženja drugih dviju 
stranica (§ 29., c, d.). 

Rješenja. 1. Ako se sa središta U (lik 97.) kružnice, koja 
je u trokutu ABC upisana, potegnu dužine UA, UB i UG, do¬ 
biva se 

ABC = BCU+GAU^ABU ili 


a p i p 

1T ' 2 



a -j- 1 4- c 
-V- P = sp. 


gdje je cr —c — 2s; 

. P 1 /fs - u) (s - 6) (s - ej 

otud izlazi p = — = y ------ 

2. Ako se sa središta U l kružnice, koja dira stranicu BG i 
produženja stranica AB i AC, potegnu dužine L\A, U X B i b\C, 
dobiva se 




ABG= ABU x -(- AGU 1 — BCU V dakle 
Pi i 6 Pi a Pi — 6 + e — g 


(s — a) p x , 





Lik 97. 


jer je & -|- c — u = 2 (s ®). Otud 

p 

izlazi Pl = ——- Analognim po- 
11 s — a 

stupkom dobivamo 

P P 

P2 s — Pa S - C 

Dodaci. 1. Za istostraničan 
v 

trokut je p = -g-, 

P 1 = P 2 = Ps = ^-T / 3 = V . 
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Ploština kruga i njegovih dijelova. 

§ 118. Ploština kruga. Na objašnjenju u § 107. osniva se 
ova definicija: 

Ploština kruga zajednička je granica, kojoj se neograničeno 
približuju ploštine u tom krugu upisanih i oko njega opisanih 
pravilnih mnogokuta, kad neograničeno raste broj njihovih stra¬ 
nica. 

Ploština kruga jednaka je polovini umnoška 
njegova oboda i polumjera ili jednaka je umnošku 
kvadrata polumjera s Ludolfovim brojem. 



Dokaz. Neka su o n i o‘ n opsezi, P n i P‘ n ploštine pra¬ 
vilnih M-terokuta, od kojih je prvi u zadanu krugu upisan, drugi 

oko njega opisan. Po § 114. imamo P n = ~gdje je p polu- 

Q i y 

mjerkružnice, koja je utaj pravilni M-terokut upisana, a P‘ H = —|—, 
gdje je r polumjer zadanoga kruga. 

Kad broj n neprestano raste, o„ i o'„ neograničeno se pri¬ 
bližuju opsegu o zadanoga kruga, i to o n rastući, a o‘„ padajući 
(§ 107.); p se neograničeno približuje polumjeru r, pa stoga se 

OT 

P n i P‘ H neograničeno približuju zajedničkoj granici ; ta gra¬ 
nica zove se ploština P zadanoga kruga. Po tome je 


. _ or r. r „ 

V V V* i P —_=-= 7r r . 

J- n \ n 1 M - (j\ ( 5 ) ' • 


Posljedak. Ploštine dvaju krugova odnose se kao kva¬ 
drati njihovih polumjera ili njihovih premjera. P:P 1 =r 2 :r 1 2 . 


§ 119. Kružili vijenac, isječak, odsječak, a) Ploština 
kružna vij enca, koj emu obodi imaju polumjere r i r x 
[r > »-j), jednaka je 

P = nr 2 — TCi-j 2 = rc (r 2 — r/) =%{r-\- rj (r — r x ). 

1) Dva isječka istoga kruga ili jednakih krugova 
odnose se kao njima pripadni središnji kutovi ili 
kao njima pripadni lukovi. 
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Dokazuju se analogno kao poučak u § 109. 

Posij eci. 1. Ploština S kružna isječka (sektora) odnosi se 
prema ploštini P toga kruga kao sektoru pripadni središnji kut 
a prema punomu kutu. 

S:P = a: 360, gdje a mora biti izražen u stupnjevima. 
Otud izlazi 

c _Pa_ itr 2 a 

* = Š60 = T56(r' 

2. Ploština kružna isječka jednaka je polovini 
umnoška njemu pripađnoga luka s polumjerom 
kruga. 

Ako je naime r polumjer kruga, a isječku pripadni sre¬ 
dišnji kut, l mjerni broj luka, što pripada kutu a, dobivamo iz 
prethodne formule s pomoću 1. posljetka u § 109., da je plo¬ 
ština toga isječka: 

Q 7t r a r l r 

b = 180 ' J = T" 

c) Ploština kružna odsječka jednaka je zbroju ili 
razlici ploština pripađnoga isječka i trokuta omeđenoga tetivom 
odsječka i polumjerima, što su potegnuti krajnjim tačkama te 
tetive; treba uzeti zbroj ili razliku prema tome, da li je odsječak 
veći ili manji od polukruga. 

Izračunavanje ploštine kružna odsječka može se po plani- 
metrijskim pravilima izvršiti samo u nekim slučajevima; uopće 
se mora računati s pomoću trigonometrijskih poučaka. 


Stereometrija. 


I. Odsječak. 

Pravci i ravnine u prostoru. 

O međusobnom položaju pravaca i ravnina uopće.*) 

§ 120. Dvije ravnine, a) Ako dvije ravnine imaju 
tri zajedničke tačke, kojenijesu u istom pravcu, 
one se posve pokrivaju. 

Dokaz. Neka su A, B, C (lik 98.) tri zajedničke tačke 
dviju ravnina a i [3. Pravci AB, BC i AC 
jesu (po aksiomu o ravnini, § 4., a) u ravnini 
a i također u ravnini [3. Da se dokaže, da je 
kojagod tačka D ravnine a također u ravnini 
[3, potegnimo u ravnini a tačkom D pravac tako, 
da siječe pravce AB, BC, CA bar u dvije 
tačke; neka su ta sjecišta tačke E i F. Te 
su tačke' također u ravnini (3, pa stoga je pravac EF u toj ra¬ 
vnini, ili drugim riječima: sve su njegove tačke u ravnini [3, a 
prema tome i tačka JD. 

Po sijeci. Ravnina je određena: 

1. Trima tačkama A, B, C, koje nijesu u istom pravcu 
(ravnina ABC), 

2. pravcem a i tačkom B izvan njega (ravnina aB), 

3. dvjema pravcima a i b, koji se-sijeku (ravnina ab), i 

4. dvjema usporednim pravcima a i b (ravnina ab). 

*) K. ovomu pripada i § 4. uvoda. 
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Po definiciji u § 13. moraju naime dva usporedna pravca 
biti u istoj ravnini. Razabiramo dakle, da aksiom o usporedni- 
cama vrijedi također za prostor. 

Dodatak. Pravac opisuje ravninu, 

1. kad se vrti oko jedne svoje tačke i kod toga se kliže 
uzduž drugoga pravca; 

2. kad se kliže uzduž dva pravca, koji se sijeku; 

3. kad se kliže uzduž dva pravca, koji su usporedni; 

4. kad se kliže uzduž drugoga pravca ostajući pri tom 
usporedan prema sebi. 

Ispravnost tih tvrdnja izlazi odatle, što je po prethodnim 
posljecima tvorni pravac (ili izvodnica) svagda u istoj ravnini i 
što on može dospjeti do svake tačke te ravnine. 

b) Ako dvije ravnine imaju zajedničku tačku, 
one moraju imati zajednički pravac, koji ide tom 
tačkom, no izvan toga pravca nemaju zajedničkih 
tačaka. 


Dokaz. Neka je A (lik 99.) zajednička tačka ravnina a i 
(3. Tačkom A potegnimo u ravnini a pravce BC i DE tako, da 
ravnina (3 dijeli svaki na dvije zrake, koje su na različnim stra¬ 
nama te ravnine. Stoga mora pravac CD zgađati ravninu (3 u nekoj 



ci 



< / 



V 

/p 

/a\ 



i 

A 


Lik 99. 


tački F, koja je različna od tačke A. Pravac 
AF je (po aksiomu o ravnini, § 4., a) u 
ravninama a i [3; drugih zajedničkih tačaka, 
koje bi bile izvan pravca AF , ne mogu obje 
ravnine imati (po poučku u '§ 120., a). 

Posljedak. Dvije ravnine a i (3, koje 
se sijeku (§ .4., c), određuju pravac a|3, svoju 


sjecišnicu. 


§ 121. Dva pravca. Dva pravca, koji su u istoj ravnini, 
mogu se ili sjeći ili mogu biti usporedni. Ako oni nijesu u 
istoj ravnini, ne mogu se sjeći niti mogu biti usporedni, već 
jedan ide mimo drugi, pa stoga se kaže, da su oni mimo- 
smjerni (skršteni ili vitoperi). 


Usporedan položaj pravaca i ravnina. 

§ 122. Pravac i ravnina. Za pravac i ravninu, koji nemaju 
ni jedne zajedničke tačke, kaže se da su među sobom uspo¬ 




105 


redni ili paralelni. Da postoji takav međusobni položaj 
pravca i ravnine, izlazi iz ovoga poučka: 

a) Ako je- pravac usporedan 
s kojim pravcem u ravnini, on je 
usporedan s tom ravninom. 

Dokaz. Neka je b (lik 100.) pravac 
u ravnini p, pa a || b. Kad bi a i p imali za¬ 
jedničku tačku S, ona bi bila također u 
ravnini ab, koja je određena uspoređnicama 
•ci i 6; tačka S bila bi dakle u ravninama a b i p, pa stoga bi 
bila u njihovoj sjecišnici b , a to se protivi pretpostavci. 

b) Ako se pravcem, koj i j e usporedan s ravninom, 
položi ravnina, koja je siječe, tada je sjecišnica tih 
ra?nina usporedna s pravcem, 

Dokaz. Neka je a || p (lik 100.) i c sjecišnica ravnine p i 
ravnine a, koja je položena pravcem a. Kad bi c i a imali za¬ 
jedničku tačku, ona bi ujedno bila sjecište pravca a s ravninom 
p, a to se protivi pretpostavci. 

c) Ako su dva pravca usporedna, pa se svakim 
pravcem položi ravnina tako, da se obje ravnine si¬ 
jeku, njihova je sjecišnica usporedna sa zadanim 
pravcima. 

Dokaz. Neka je a [| b (lik 100.); pravcem a položena je 
ravnina a, a pravcem b ravnina p, koja siječe ravninu a u c. 
Onda je a || p (po prethodnom poučku a), pa stoga je a [| c. Isto 
tako se dobiva, da je b || o, pa otud izlazi, da je b || c. 

d) Ako su dva pravca usporedna s trećim prav¬ 
cem, oni su također međusobno usporedni. 

Dokaz. Neka je a || c i b || c. Ako se pravcem b i kojomgod 
tačkom A pravca a položi ravnina, pa onda također pravcem c i 
tačkom A, moraju se te dvije ravnine sjeći u pravcu a. Kad bi 
drugi pravac a x bio njihova sjecišnica, imali bismo, da je a x || c 
i a || c, a to se protivi aksiomu o uspoređnicama. Obje se ra¬ 
vnine dakle sijeku u a i po prethodnom poučku mora biti b |] a. 

§ 123. Dvije ravnine. Za dvije ravnine, koje nemaju zaje¬ 
dničkih tačaka, kaže se da su usporedne ili paralelne. Da po¬ 
stoji takav međusobni položaj dviju ravnina, izlazi iz ovoga poučka : 
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a) Ako je ravnina usporedna s dva pravca, koji 
se sijeku, ona je usporedna s ravninom, koja je odre¬ 
đena s ta dva pravca. 

Dokaz. Neka je ravnina p usporedna s pravcima a i b, 
koji se sijeku. Kad bi ravnina p sjekla ravninu ab , sjecišnica bi 
bila usporedna s a i s b (§ 122., b), a to ne može biti, jer se 
a i b sijeku. 

b) Ako su dvije usporedne ravnine sječene tre¬ 
ćom, njihove su sjecišnice među sobom usporedne. 

Dokazuje se indirektno. 

Posljedak. Usporedne ravnine, koje sijeku usporedne 
pravce, odsijecaju jednake dužine od tili pravaca. 

c) Zadanom taćkom može se prema zadanoj ra¬ 
vnini položiti samo jedna usporedna ravnina. 

Dokaz. Uzmimo, da se tačkom A mogu položiti dvije ra¬ 
vnine p i p v koje su usporedne sa zadanom ravninom a. 

Ak o taćkom A i kojomgod tačkom ravnine a položimo 
ravninu z tako, da nije u njoj sjecišnica pp v bit će pz || az i p x z || av; 
tačkom A bila bi dakle potegnuta dva pravca usporedna s prav¬ 
cem az, što nije moguće, jer se to protivi aksiomu o uspore- 
đnicama. 

Posij eci. 1. Geometrijsko mjesto svih pravaca, koji se 
zadanom tačkom dadu potegnuti usporedno sa zadanom ravninom, 
jest ravnina, koja je usporedna sa zadanom ravninom. 

2. Ravnina, koja siječe jednu od dvije usporedne ravnine, 
siječe također drugu. (Dokaz je indirektan.) 

3. Dvije ravnine, koje su usporedne s trećom ravninom, među 
sobom su usporedne. (Dokaz je indirektan.) 

d) Ako su krakovi konkavna 
kut a uzaj m i c e direktno (ili inverzno) 
usporedni s krakovima drugoga 
konkavno ga kuta, kutovi sujednaki, 
a njihove su kutne ravnine među 
sobom usporedne. 

Dokaz. Neka j eBA || B X A X (lik 101.), 
BC\\B X G V Učini BAt=B x A x , BC=B 1 C 1 . J 

Četverokuti BAA X B X i BGG X B X su parale- 


logrami; stoga je AA X = BB X = GG X i AA X || BB X || GG X . Dakle 
je četverokut AGC X A X također paralelogram. Otud izlazi AG=A X G lr 
A ABC se A X B X G v <£ ABG= A X B X C v 

Dalje razbiramo, da je B X A X || ABC i B X C X =ABG (po § 
122., a), dakle je također A 1 B 1 C X j| ABC (po § 123., a). 

Dodatak. Pod (šiljastim, pravim, tupim . . .) kutom dvaju 
mimosmjernih pravaca razumijeva se onaj (šiljasti, pravi, tupi . . .) 
kut, što ga čine pravci, koji su kojomgod tačkom potegnuti 
usporedno sa mimosmjernim pravcima. 

Okomit položaj pravca prema ravnini. 

§ 124. Poučci, a) Ako je pravac okomit na dva 
pravca ravnine, koji se sijeku, on je okomit na sva¬ 
kom pravcu te ravnine. 

Dokaz. Neka je (lik 102.) AO OB i AO \_ OC , gdje su 
OB i OG u ravnini p. Da dokažemo, da je AO A OD, gdje je 
OD potegnut tačkom 0 kakogod u ravnini p, uzmimo tačke B 



i C tako, da se pravci BG i OD sijeku, pa u pravcu AO uzmimo 
A tako, da je AO = OA x . Ako se s tačaka A i A x potegnu du¬ 
žine do tačaka B, C i D, mora biti AB = A X B i AC = A X C, 
jer su OB i OC simetrale dužine AA X (§ 28., a ); otud izlazi, da 
je A ABC ^ A X BG. Ta dva trokuta mogu se dakle okretanjem 
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oko BG tako sastaviti, da se oni pokriju, pa zato je AT) = A X D. 
Otud izlazi, da je OD simetrala dužine AA V dakle je AO J_ OD. 

Dodatak. Ako pravci, što su uzeti u ravnini p, nijesu po¬ 
tegnuti tačkom 0, onda se tačkom 0 potegnu usporednice prema 
njima, pa se upotrijebi dodatak u § 123., cl). 

Objašnjenje. Ako je pravac okomit na dva pravca ra¬ 
vnine, koji se sijeku, dakle također okomit na svim pravcima 
te ravnine, kaže se, da su pravac i ravnina međusobno oko¬ 
miti ili normalni. Pravac je kos prema ravnini, kad je si¬ 


ječe, te nije na njoj okomit. 

b) Sa zadane tačke 
može se na zadanu ra¬ 
vninu potegnuti samo je¬ 
dna okomica. 

Dokaz. Kad bi se tačkom 
A mogle potegnuti dvije oko¬ 
mice a i Oj na ravninu p, onda 
bi pravci a i a x morali biti 
okomiti na pravcu, u kojem 
ravnina aa x siječe ravninu p, a 
to nije moguće po 3. posljetku 
u § 15. 


cjAkojeod dvauspo- 
redna pravca jedan oko¬ 
mit na kojoj ravnini, i 
drugi je na njoj okomit. 
Neka je (lik 103.) a || b i 



Lik 103. 

a _ Lp. Ako se tačkama A i B, 
u kojima a i b zgađaju ravninu 
p, potegne pravac c, pa pravci cl , 


b x ) Zadanom tačkom 
može se nazadanipravac 
položiti samo jedna oko¬ 
mita ravnina. 

Dokaz. Kad bi se tačkom 
A mogle položiti dvije ravnine 
p i Pj, koje su okomite na pravcu 
a , onda bi ravnina o, koja 
je pravcem a položena, uopće 
sjekla ravnine p i p x u dva pravca; 
ti bi pravci bili u istoj ravnini 
(naime u o) i okomiti na istom 
pravcu, pa ipak ne bi mogli 
biti međusobno usporedni, jer 
su u ravninama p i p lt koje ni¬ 
jesu usporedne. 

cj Ako je od dvije 
usporedne ravnine jedna 
okomitanakojem pravcu, 
idrugajenanjem okomita. 
Neka je (lik 104.) a || p i 
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Ako se pravcem p po¬ 
lože dvije ravnine p i a, koje 
sijeku a i [3 u pravcima a, 7 o, i 
c, cl , mora biti a || b, c || d, pa 
p )_a i p J_ c, dakle je također 
p J_ b i p _L d. Otud izlazi p J_ p. 

d x ) Ravnine, koje su 
okomite na istom pravcu, 
međusobno su usporedne. 

Dokaz. Neka je a \_p i 
P J _p (lik 104.). Da nije p || a, 
mogli bismo kojomgod tačkom 
B ravnine p položiti drugu 
ravninu p x , koja bi bila uspo¬ 
redna s ravninom a; onda bi 
ravnina p-, morala biti okomita 
na pravcu p, a to se protivi 
prethodnom poučku pod b x ), pa 
stoga ne može biti. 

Po sijeci. 1. Sve okomice zadana pravca, koje su po- 
tegnute jednom njegovom tačkom, u istoj su ravnini, a ta je 
ravnina okomita na pravcu. 

Ako se naime tačkom A pravca p potegnu pravci a, b , 
c, . . ., koji su okomiti na p, to su ravnine ab, bc, . . . . u istoj 
tački A okomite na pravcu p, pa stoga one po prethodnom 
poučku pod b x padaju zajedno u istu ravninu. 

2. Ako se pravi kut vrti oko jednoga kraka, drugi krak 
opisuje ravninu, koja je okomita na prvom kraku. 

3. Geometrijsko mjesto svih tačaka, koje su u prostora 
jednako udaljene od krajnjih tačaka koje dužine (na pr. dužine 
AA X u liku 102.), jest ravnina, koja je položena polovištem du¬ 
žine okomito na njoj. Ta se ravnine zove simetralna ravnina 
dužine. 

Projekcije, daljine, prikloni. 

§ 125. Projekcije. Ako se s koje tačke potegne okomica 
na ravninu, onda se podnožište okomice zove ortogonalna 


e, koji su u ravnini p i među 
sobom usporedni, onda je a J_ c, 
a ]_d. Budući da je b _j_ c (po 
2. posljetku u § 15.) i b_\_e, 
[kutovi (ad) i (be) jesu naime 
jednaki, jer su im krakovi di¬ 
rektno usporedni], to mora biti 
b J_ p (po § 124., a). 

d) Pravci, koji su oko¬ 
miti na istoj ravnini, me¬ 
đusobno su usporedni. 

Dokaz. Neka je a _]_ p i 
b J_ p (lik 103.). Da nije b || a, 
mogli bismo tačkom B potegnuti 
drugi pravac b v koji bi bio uspo¬ 
redan s pravcem a; no onda 
bi pravac \ morao biti okomit 
na ravnini p, a to se protivi 
prethodnom poučku pod 5), pa 
stoga ne može biti. 






projekcija zadane tačke na tu ravninu, a ravnina se zove 
ravnina projekcije. Odsada ćemo ukratko reći „projekcija® 
umjesto „ortogonalna projekcija", jer ovdje upotrebljavamo samo 
ortogonalno (okomično) projiciranje; može se naime također 
projicirati klinogonalno (kosokutno) i centralno. 

Pod projekcijom crte razumijeva se geometrijsko mjesto 
svih projekcija njezinih tačaka. 

a) Projekcija pravca na ravninu uopće je opet 
pravac; samo kad je pravac okomit na ravnini, nje¬ 
gova je projekcija tačka. 

Dokaz. Okomice, koje projiciraju tačke pravca, međusobno 
su usporedne (§ 124., d) i ujedno u istoj ravnini (dodatak u § 
120., a ); podnožišta tih okomica jesu dakle u pravcu, u kojem 
ta ravnina siječe ravninu projekcije.' 

Drugi dio tvrdnje izlazi iz § 124., b). 

b) Projekcija dužine jest dužina, koja je ome¬ 
đena projekcijama krajnjih tačaka zadane dužine. 

c) Projekcija ravna lika omeđena je projekci¬ 
jom toga lika. 

§ 126. Dužine potegnute s tačke do ravnine. Daljine. 

O dužinama, koje tačku izvan zadane ravnine sastavljaju s ta- 
čkama ravnine, vrijede ovi poučci: 

a) Dužina, koja je okomita 
na ravnini, jest najkraća; ona se 
stoga zove daljina (razmak, đi- 
stancija) zadane tačke od ra¬ 
vni n e. 

b) Jednakekosedužineimaju 
jednake projekcije; obrnuto vri- 

c) Veća od dvije nejednake kose dužine ima 
veću projekciju; obrnuto vrijedi također. 

Dokazi, a) Okomitom i svakom kosom dužinom položi 
ravninu, pa upotrijebi poučak, da je kateta pravokutna trokuta 
manja od njegove hipotenuze. 

b) i c) Upotrijebi Pitagorin poučak za pravokutne trokute, 


A 



jedi također. 


t 


I 



kojima je okomita dužina zajednička kateta i kojima su kose 
dužine hipotenuze. 

Posij eci. 1. Ako je pravac usporedan s ravninom, sve su . 
njegove tačke jednako udaljene od ravnine, pa se ta konstantna 
daljina zove daljina pravca od ravnine s njim uspo¬ 
redne. 

2. Ako su dvije ravnine među sobom usporedne, sve su 
tačke jedne ravnine jednako daleke od druge, pa se ta konstantna 
daljina zove daljina usporednih ravnina. 

3. Podnožišta svih jednakih kosih dužina, koje su s tačke 
potegnute do ravnine, nalaze se na kružnici, kojoj je središte pro¬ 
jekcija te tačke. 

§ 127. Priklon pravca prema ravni ni , a) Šiljasti kut, što 
ga pravac čini sa svojom projekcijom na ravninu, zove se priklon 
pravca prema ravnini, na pr. 
priklon pravca AS (lik 106.) prema 
ravnini p je kut AjSA. 

Ako je pravac usporedan s 
ravninom, njegov je priklon prema 
njoj jednak 0°; ako je on okomit 
na ravnini, njegov je priklon prema 
njoj prav kut. To su naime gra¬ 
nice, kojima se priklon kosa pravca 
neprestano približuje, kad se pravac 
s kosa položaja primiče položaju, u kojem je on usporedan ili 
okomit prema ravnini. 

b) Ako je pravac kos prema ravnini, njegov pri¬ 
klon prema njoj najmanji je od svih kutova, što ih 
on čini s pravcima u toj ravnini. 

Dokaz. Neka je AS zadani pravac, S njegovo podnožište 
u ravnini p, AA X _]_ p, dakle A^S projekcija pravca, tada je 
iSA priklon pravca AS prema ravnini p. Ako se pođnožištem S 
potegne u ravnini p kojigod pravac SA 2 , pa učini SA 2 = SA V mora 
biti AAj <AA 2 (§ 126., a); dakle je u trokutima A,SA i A 2 SA 
<C A 1 SA< A 2 SA (po obratu poučka u § 39.). 

c) Ako je pravac kos prema ravnini, no okomit 
na kojem pravcu ravnine, njegova projekcija na tu 
ravninu okomita je na tom pravcu. 
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d) Usporedni pravci, 
koji z gađaj u neku ra¬ 
vninu, jednako su pri¬ 
klonjeni prema njoj. 

Dokaz. Ako je AB || CD 
(lik 108.), AA X _Lp i CC 1 ± p, 


Dokaz Neka je AB \_MN (lik 
107.) i A JJ projekcija od AB. Ako se na¬ 
čini BC — DD, pa potegne AC, AD, A 1 C , 
A X D, onda je /\ ACD istokračan; iz su¬ 
kladnosti trokuta ACA X i ADA 1 izlazi 
A 1 C = A l D, pa stoga je A X B _L CD. 

Jednakim postupkom dokazujemo 
obrat poučka. 

iravci, d-J Pravac, koji zgađa 

u r a - usporedne ravnine, j e- 
i pri- dnako je priklonjen prema 
ij. njima. 

j B || CD Dokaz. Neka je p || a (lik 

7C X J_ p, I 109.) i AA 2 _[_ a, dakle također 



Lik 108. 


/ 


// 
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onda je A X AB = G 1 CD (§ 123., 
d), dakle također 

<£ AJiA = CJ)G. 


Lik 109. 

AA l J p; onda je AB t \\ A 2 C 
(§ 123., b), dakle 

A ± BA == A 2 CA. 


128. Plošni kut ili klin. Priklon dviju ravnina, a) Ako 


se dvije ravnine p 


B 



'■'l 

Lik 110. 


i a (lik 110.) sijeku, njihova sjecišnica AB 
dijeli svaku od njih na dvije iroluomeđene 
ravnine. Veličina vrtnje, što je mora jedna 
od tih poluomeđenih ravnina izvesti oko za¬ 
jedničkoga pravca, da dospije u položaj 
druge, zove se plošni kut ili klin obiju 
poluomeđenih ravnina; zajednički pravac 
zove se brid, obje poluomeđene ravnine 
zovu se strane klina. 

Ako je AB brid klina, C kojagod tačka 
jedne njegove strane, E tačka druge strane, 
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označujemo klin znakom CABE ili EAEC, da time istaknemo 
suprotnost obiju vrtnja, kojima se klin može izvesti. Kad se ne 
uzima obzir na suprotnost obiju vrtnja, upotrebljavamo jednu 
ili drugu oznaku. 

CABK zove se suklin, KABG vršni klin od CAB E. 

b) Ako se kojomgod tačkom brida zadana klina potegnu u 
njegovim stranama okomice na brid, kut obiju okomica iste je veli¬ 
čine, makar je tačka uzeta gdjegod u bridu (§ 123., d), pa stoga 
se on zove priklon obiju strana klina. Taj se priklon ta¬ 
kođer dobiva, kad se strane klina sijeku ravninom, koja je oko¬ 
mita na bridu klina. 

Analogno se određuje priklon dviju ravnina. Ukojoj- 
god tački njihove sjecišnice potegnu se naime u obje ravnine 
okomice na sjecišnicu. No može se također raditi tako, da se 
obje ravnine sijeku trećom, koja je okomita na njihovoj sjeci- 
šnici; kad su kutovi, što ih čine time dobivene sjecišnice, ne¬ 
jednaki, uzima se redovno manji od njih za priklon obiju ra¬ 
vnina. 

c) Jednakim klinovima pripadaju jednaki pri¬ 
kloni njihovih strana, a vrijedi također obrat. (Doka¬ 
zuje se sastavljanjem obaju klinova.) Stoga se veličina priklona 
obiju strana zadana klina uzima kao mjera za veličinu klina. 

d) Ravnina, k oj a siječedvijeusporedne ravnine, 
jednako je priklonjena prema njima. 

Dokaz. Neka je a || (3 (lik 104.) i p ravnina, koja ih siječe. 
Da se dokaže poučak, položimo ravninu a okomito na sjecišnicu 
ap, dakle također okomito na [3p. Budući da rav nin a a siječe a 
i (3 u usporednim pravcima aa i J3cs (§ 123., b), promatrani su 
prikloni međusobno jednaki (§ 15.). 

Posljedak. Ako se tačkom polože ravnine, koje su uspo¬ 
redne s dvije zadane ravnine, što se sijeku, klinovi (prikloni) 
tih ravnina redom su jednaki klinovima (priklonima) zadanih 
ravnina. 

Okomit položaj ravnine prema ravnini. 

§ 129. Objašnjenje i poučci. Ako je priklon dviju ravnina 
prav kut, kaže se, da su ravnine jedna na drugoj okomite ili 
normalne. 

Segen: Geometrija za više razrede srednjih Skoila. 


8 
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a) Ako je pravac okomit na ravnini, svaka ra¬ 
vnina, koja je tim pravcem položena, okomita je na 



Lik lll. 


toj ravnini. 

Dokaz. Neka je AB _j_p (lik 111.), a 
a ravnina, koja je položena pravcem AS. 
Potegne li se u p pravac SE J_ CD, tada je 
<£ ASE priklon ravnina pio; on je po 
pretpostavci prav kut, jer je AS J_ p; dakle 
je <£ ASE = B. 


b) Ako su dvije ravnine jedna na drugoj oko¬ 
mite, svaka okomica jedne ravnine, što je potegnuta 
s koje tačke druge ravnine, sasvim je u toj drugoj 


ravnini. 


Dokaz, Neka je a 1 p (lik 111.) i A tačka ravnine a, s koje 
se spustila okomica na ravninu p. Ako se u a potegne AS±_CD, 
a u p potegne SE 1 CD, to je po pretpostavci AS 1 SE, dakle 
je AS I p. Stoga je pravac, koji je s A potegnut okomito na p, 
identičan s pravcem AS (§ 124., b). Ako se tačka A uzme u 
sjecišnici esp, dokazuje se poučak posve jednakim postupkom. 


c) Ako su dvije ravnine, što se sijeku, »komite 
na trećoj ravnini, njihova je sjecišnica okomita na 
toj ravnini. 


Dokaz.- Neka je a Y i P i T! kojomgod tačkom sje- 
cišnice potegni okomicu na 7 . Po prethodnom je. poučku ta 
okomica u ravnini a i u ravnini p, dakle je identična sa sje- 

cišnicom ap. 


II. Odsječak. 

Uglovi. 

8 130. Objašnjenja. Kad se zraka OA (lik 112.) kliže uzduz 
opsega mnogokuta AS CD . . .., a krajnja njezina tačka 0, koja 
nije u ravnini toga mnogokuta, ostaje nepomična, opisuje zraka 
niz kutova, a njihove kutne ravnine obuhvataju na jednu 
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stranu neomeđen*) prostor, koji zovemo 
ugao. 

Nepomična krajnja tačka 0 zove se 
vrh, kutne ravnine AOS , SOC, ... . zovu 
se' pobočne ravnine, a njihove sj e- 
cišnice OA, OS,.... zovu se bridovi 
ugla OASCD .... Kutovi svakih dvaju bri¬ 
dova, što jedan za drugim dolaze, kao na 
pr. <$)AOB, SOC, .. . zovu se bridni kutovi ili strane uglai 
označuju se često sa (AS), (SC),.... Prikloni svakih dviju 
pobočnih ravnina* što jedna za drugom dolaze, zovu se plošni 
kutovi ili ukratko kutovi ugla. 

Svaki ugao ima isto toliko strana i kutova koliko bridova. 
Prema broju strana (ili bridova) ugla kaže se da je ugao tro¬ 
stran, četverostran,.... ra-terostran, ili se on zove t r o b r i d, 
četverobrid, . n-t e r o b r i d. 

Kaže se, da je ugao konveksan, kad su mu sve strane 
i svi kutovi manji od 2 B. Odsada promatramo samo konveksne 
uglove. 

Konveksni ugao zove se pravilan, kad su sve njegove 
strane jednake i svi njegovi kutovi jednaki. 

§ 131. Sukladni i simetrični uglovi, a) Ako se dva ugla 
mogu tako sastaviti, da svaka pobočna ravnina jednoga pokriva 
jednu pobočnu ravninu drugoga, onda su uglovi sukladni. 
Otud izlazi, da su strane dvaju sukladnih uglova, a i njihovi ku¬ 
tovi, uzajmice jednaki i da u oba ugla jedni za drugim dolaze istim 
redom. 

Obrnuto: imaju li dva ugla ta svojstva, tada su sukladni. 

b) Ako se mogu dva ugla postaviti u takav položaj, da 
bridovi jednoga potpunjavaju na pravce bridove drugoga, onda 
su uglovi simetrični; a nalaze li se dva simetrična ugla u tom 
osobitom položaju, zovu se napose vršni uglovi. Otud izlazi, 
da su strane dvaju simetričnih uglova, a i njihovi kutovi, uzajmice 
jednaki, ali da u oba ugla jedni za drugim dolaze suprotnim redom. 

Obrnuto: imaju li dva ugla svojstva, koja su navedena pod 
b), tada su uglovi simetrični. 

*) Kaže se, da je prostor na jednu stranu neomeđen, kad se s te 
strane može j e d n o m ravninom zatvoriti. 
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Iz prethodnoga izlazi, da dva simetrična ugla uopće nijesu 
sukladna. 

Po sijeci. 1. Kad su dva ugla simetrična s trećim, tada 
su međusobno sukladni. 

2. Ako je od dva sukladna ugla jedan simetričan s trećim, 
i drugi je s njim simetričan. 


§ 132. Polarni uglovi, a) Potegnemo li s kojegod tačke 
unutar ugla okomice na njegove pobočne ravnine, mogu se te 
okomice uzeti za bridove novoga ugla, koji se zove polarni 
ugao zadanoga. Neka je na pr. 0 1 (lik 113.) tačka unutar tro¬ 
stranoga ugla OABG i O x A x ±AOC i O x C x ±_AOB, 

4 onda je 0 1 A 1 5 1 C , 1 polarni ugao 

zadano.ga ugla. 

Ako se s koje druge tačke, 
^ na pr. s tačke 0, potegnu direktno 

usporedne zrake prema 0 X A X , 0 1 B l , 

\ O x 6\, to se te zrake također mogu 

a> 1 \„ uzeti za bridove novoga ugla, no 

■——cjF -— taj je ugao sukladan s uglom 

Mr / O x A x B x G x , jer su njihove strane, a 

^ i njihovi kutovi, uzajmice jednaki, pa 

jedni za drugim dolaze u oba ugla 
T ., 11Q istim redom. Otud izlazi, da se 

kojagod tačka može uzeti za vrh 

polarnoga ugla. 

b) Svaki je ugao polaran prema svojem polar¬ 
no m u g 1 u. 

Dokaz. Budući da je ravnina B x O x G x (lik 113.) položena 
pravcima 0 X B X i 0 X C X , koji su okomiti na pobočnim ravninama 
AOC i AOB, ona je okomita na tim ravninama, pa stoga je 
njihova sjecišnica OA J_B 1 0 1 G 1 (§ 129., c). 

Isto tako se dokazuje, da je OB J_ A 1 0 1 C 1 i 00 _L A x O x B x . 
cj Ako su dva ugla međusobno polarna, svaki je 
bridni kut jednoga suplement onoga plošnoga kuta 
drugoga, kojega je brid okomit na ravnini toga bri¬ 
du o ga kuta. 

Dokaz. Ako ravnina B x O x G x siječe brid OA u A, to su 
u četverokutu AB x 0 x G x kod B x i G x pravi kutovi; stoga je 
<£ B X AG X + B x 0, Cj = 2 B, i t. d. 


Lik 113. 
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Isto tako su u četverokutu 0AB,C kod vrhova A i G pravi 
kutovi, pa je dakle -$zAOC-j- AB X G = ^B, i t. d. 

Dodatak. S obzirom na to svojstvo polarni se ugao zove 
također suplementni ugao. 


133. Ođnošaj između strana trobrida. Svaka j e strana 
trobrida a) manja od zbroja, ali b) veća od razlike 
drugih dviju strana. 

Kratkoće radi označuju se strane trobrida OABG slovima 
a , b, c, i to: BOC=a, A0C = b, AOB = c-, njima suprotni ku¬ 
tovi označuju se slovima a, p, y, te je OA brid plošna kuta a, 
OB brid od p, OC brid od y. 


Dokazi, a) Neka je c (lik 114.) najveća strana trobrida 
OABG. Onda je a <bc i b <a +c. Da se dokaže ne- 
jednadžba c<a-\-b, potegne se u ravnini 0 

AOB zraka 0C X tako, da je ^AOG x ^ b; 
ako se načini 0G X = OC, pa tačka ma C i C x 
položi ravnina, koja siječe OA i OB , bit / \ N. 

će A AOC x ^ AOC, dakle AC X =AC; odbije A / _ 

li se ta jednadžba od nejednadžbe AB < > 

AC -\- BG, dobiva se BC X < BG, pa otud c 

izlazi (po § 39.) BOC x < BOC. Ako se 
toj nejednadžbi pribroji jednadžba AOG x = 

AOC, dobiva se ^.AOO l -\ r BOC 1 <AOO-\-BOC ili c<«+&. 

b) Neka je c > b > a, to je c > b — a. Iz c a -\-b izlazi 
dalje c — & < n i c — «< & ili a> c — b i b> c — a. 


§ 134. Ođnošaj između strana i kutova trobrida. a) J e- 

d n a k i m kutovima trobrida nasuprot su jednake 


strane; obrnuto vrijedi ta¬ 
kođer. 

b) Većem kutu od dva ne¬ 
jednaka kuta trobrida nasu¬ 
prot je veća strana; obrnuto 
vrij edi također. 

Dokazi, a) Neka su u trobridu 
OABC (lik 115.) kutovi a i [3 jednaki. 
S kojegod tačke JD brida OC potegni 
BE A OA, BF \_0B i BG okomito 


O 



! c 

Lik 115. 





na ravninu AOB\ onda je (po, § 127., c) GE _j_ OA, GF J_ OB 
i BEG = BFG — a = (3. Dakle su pravokutni trokuti BEG i 
DFG sukladni te jeBE = BF. Stoga su pravokutni trokuti DEO 
i DFO također sukladni, pa otud izlazi b = a. 

b) Neka je u trobridu OABC (lik 114.) kut v>a. Bridom 
OC položimo ravninu tako, da je prema pobočnoj ravnini COA 
priklonjena pod kutom a. Time dobivamo trobrid OACG v ko¬ 
jemu su dva plošna kuta jednaka, pa stoga su njima suprotni 
bridni kutovi (CG,) i (A 6 )) jednaki (po prethodnom poučku). 

Za trobrid OBCC 1 imamo (po § 133., a): 

(CG,) -f (C,B) > (BG), dakle (AC,) -f (G,B) > {BC) ili c > a. 

Obrnuti poučci mogu se indirektno dokazati. 

§ 135. Zbroj strana »t-terobrida. Zbroj svih strana 
M-terobriđa manji je od 4 B. 

Dokaz. Ako se n-terobrid siječe ravninom, koju zgađaju 
svi njegovi bridovi (lik 112 .), presjek je n-terokut, a u pobočnim 
ravninama dobiva se n trokuta. Neka je s zbroj svih strana ili 
bridnih kutova w-terobriđa, s., zbroj ostalih kutova OAB , OBA , 
OBC, OGB , OGB , .... u pobočnim ravninama, onda je 

s -f- — 2 n B, 

no budući da je OBA -f- OBC > ABC, OGB -J- OGB > BGB, ... 
(§ 133., a ), dobivamo zbrajanjem tih nejednadžbi 
s 1 > ZnB — AB (§ 70.). 

Odbivši tu nejednadžbu od prethodne jednadžbe dobivamo 
s < 4 B. 

§ 136. Zbroj kutova >/-terobriđa. Zbroj kutova n- te- 
robrida manji je od 2 w.fi, a veći od 2 w.fi — 4 B. 

Dokaz. Ako je a zbroj kutova n-terobriđa, a s, zbroj strana 
njegova polarnoga n-terobrida, onda je 

a -|- s,= < ŽnB (§ 132., c), dakle mora biti a ■< 2 nB\ 
odbijanjem nejednadžbe s 1 <j4.R (§ 135.) od prethodne jedna¬ 
džbe izlazi a>- 2 w-R— 4 B: 

Posljedak. Zbroj kutova trobriđa manji je od 6 _B, a 
veći od 2 B. 

§ 137. Poučci o sukladnosti i simetriji dvaju trobriđa. 

Dva su trobriđa sukladna (simetrična), kad su im 
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uzajmice jednake i istim (suprotnim) redom pore¬ 
dane ove sastavnine: 

a) dvije strane i kut, b) dva kuta i strana, 

što ga one čine; na kojoj su ti kutovi; 

c) dvije strane i je- d) dva kuta i jednom 

dnoj odnjih suprotan kut, od njih suprotna strana, 
no drugim jednakim stra- no drugim j ednakim kuto- 
nama suprotni kutovi ne vima suprotne strane ne 
smiju biti suplementni i smiju biti suplementne i 
kosi; kose; 

e) sve tri strane; f) sva tri kuta. 

Dokazi, a) i b). Ako su sastavnine, za koje se pretposta¬ 
vilo da su uzajmice jednake, poredane istim redom, mogu se 
oba trobriđa tako sastaviti, da se pokrivaju njihovi bridovi; jesu 
li te sastavnine poredane suprotnim redom, mogu se jedan tro¬ 
brid i vršni trobrid drugoga tako sastaviti, da se pokrivaju njihovi 
bridovi. 


c) S obzirom na § 131., b) dostaje, ako promotrimo slučaj, 
kad su sastavnine, za koje je pretpostavljeno da su uzajmice 
jednake, poredane suprotnim redom. 

Sastavimo oba trobriđa tako, da se pokrivaju / 

njihove jednake strane, kojima su nasuprot je- 
dnaki kutovi (lik 116.). Neka je dakle (AB) za- 
jeđnička strana obaju trobriđa, (AG) — (AG 1 ), —$ 

AOCB — AOGi^B*)', pa neka ravnina GOC 1 siječe — A 

ravninu A OB u pravcu OB. U trobridu OAGC : v 

jednake su strane (AC) i (AGj), pa stoga su ta- ^ 

koder jednaki njegovi kutovi kod bridova OG i 
0C V Otud izlazi, da su u trobridu OBCC 1 je¬ 
dnake strane (BG) i (BG,) (po § 134., a), pa da su, po poučku 
a) ovoga §, zadani uglovi simetrični. 

Analogan je dokaz, kad OB nije između OA i OB. 

Izuzetak nastaje, kad OB pada na OA ili OB. Tada su 
naime zadani trobridovi jedino onda simetrični, kad su njihovi 
kutovi kod brida OA (odnosno kod OB) pravi; jesu li ti kutovi 


*) Sa AOCB označujemo kut ugla, što ga čine njegove pobočne 
ravnine, koje se sijeku u bridu OC-, analogno treba razumijevati oznaku 

AOČ,B. 
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kosi, ne mogu oni biti jednaki, jer je jedan suplement drugoga, 
pa u tom slučaju ne mogu zadani trobridovi biti simetrični. 

đ) Po poučku pod c) izlazi, da su polarni uglovi zadanih 
trobriđova sukladni (ili simetrični); stoga su sve strane i svi ku¬ 
tovi obaju trobrida uzajmice jednaki, a trobridovi su dakle su¬ 
kladni (odnosno simetrični). 

e) Analognim postupkom kao pod c) izlazi, da su u tom 
slučaju plošni kutovi kod bridova OC i OCj (lik 116.) međusobno 
jednaki. 

f) Dokazuje se s pomoću polarnih uglova i poučka e). 

Dodatak. Trobrid je izvjesno određen, kad su zadane 

sastavnine, koje su navedene pod a), b), ej i f)\ on nije izvjesno 
određen u slučajevima pod c) i d), ako nijesu ispunjeni još neki 
uvjeti. Na pr. trobrid je izvjesno određen s dvije strane i kutom, 
koji je nasuprot većoj strani, ako je zadani kut <E. Tada je 
naime (po § 134., b) kut, koji je nasuprot drugoj zadanoj strani, 
također < E. Kad bi naime bio moguć još drugi koji kut, on 
bi po c) morao biti suplement prvoga kuta, dakle bi bio > E, 
što pak ne može biti po § 134., b). 


III. Odsječak. 

0 tjelesima uopće. 

§ 138. Objašnjenja. Potpuno omeđen prostor zove se 
geometrijsko tijelo ili ukratko tijelo, a zbroj svih njegovih 
međašnjih ploha zove se njegovo oplošje. 

Tijelo, koje je omeđeno samim ravninama, zove se uglasto 
tijelo ili polijeđar (mnogoplošac). Ako je dakle makar 
jedna međašnja ploha tijela kriva, kaže se, da je tijelo oblo 
ili okruglo. 

Međašnje su plohe polijedra mnogokuti, pa se zovu plohe 
polijedra. Stranice tih mnogokuta ili sjecišnice polijeđrovih 
ploha zovu se bridovi; uglovi, što ih čine polijedrove plohe i 
koji blizu vrha sadržavaju polijeđar, zovu se uglovi polijedra 


Kad su uglovi polijedra konveksni, kaže se, daje polijeđar kon¬ 
veksan. Odsada promatramo samo konveksne polijeđre. 

Polijeđar je pravilan ili regularan, kad su sve nje¬ 
gove plohe sukladni pravilni mnogokuti, a svi njegovi uglovi ta¬ 
kođer sukladni i pravilni. 

S obzirom na oblik dijele se polijedri na prizme, pira¬ 
mide, i t. d. Pravilna se tjelesa po broju svojih ploha zovu 
tetraedar, heksaedar, oktaedar, i t. d. 

Piramida i krnja piramida. 

§ 139. Objašnjenja, a) Ako se ugao siječe ravninom, koju 
zgađaju svi njegovi bridovi, pobočne ravnine ugla i ta ravnina 
■omeđašit će polijeđar, koji se zove piramida. Mnogokut, koji 
je presjek ugla, zove se osnovka ili baza piramide; trokuti, 
koji nastaju u pobočnim ravninama ugla, zovu se pobočke 
piramide, pa je njihov zbroj pobočje ili plašt piramide. Bri¬ 
dovi piramide, koji su stranice njezine osnovke, zovu se osnovni 
bridovi; oni, u kojima se sijeku pobočke, zovu se pobočni 
bridovi. Zajednička tačka svih pobočnih bridova zove se vrh 
piramide. 

b) Po broju stranica osnovke (ili po broju pobočnih bri¬ 
dova ili pobočaka) zovu se piramide trostrane, četvero¬ 
strane, . . . n-ter ostrane. Kod trostrane piramide može se 
kojagod pobočka uzeti za njezinu osnovku. 

Po veličini pobočnih bridova razlikujemo piramide s je¬ 
dnakim pobočnim bridovima (uspravne piramide) i pi¬ 
ramide s nejednakim pobočnim bridovima (kose 
piramide). 

Osnovka je uspravne piramide tetivni mnogo¬ 
kut, a po d n o ž i š t e v i s i n e j e s r e d i š t e kružnice opisane 
■oko osnovke (§ 126., 3. posljedak); ujedno vrijedi i obrnuto. 

Uspravna piramida zove se pravilna,*) ako joj je osnovka 
pravilan mnogokut; njezine su pobočke sukladni istokračni trokuti. 

Piramida se zove istobridna, kad su,svi njezini bridovi 
jednaki. Iz prethodnoga izlazi: 

*) Izraz „pravilan 11 uzet je ovdje (i poslije u § 142.) u drugom 
smislu negoli kod definicije pravilna polijedra. Pravilna piramida (prizma) 
nije dakle pravilan polijeđar. 


! 

1 
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Svaka je i stobridna piramida ujedno pravilna. 

Iz § 135. izlazi, da možemo imati samo trostranih, 
četverostran ih i peterostranih isto bridu ih piramida. 

§ 140. Ravni presjeci. 

Ako se piramida siječe 
ravninom, koja je uspo¬ 
re d n a s o s n o v k o m, . 

a) presječni lik sli¬ 
čan je osnovci; 

b) ploština osnovke 
i pioština s njom uspo¬ 
redna presjeka odnose 
se kao kvadrati njihovih 
daljina od vrha. 

Dokazi, a) Iz ABCD . .. || A 1 B 1 C 1 D 1 . .. (lik 117.) izlazi 
<£A = A V B=B V G=G V ... . Budući da je 
& L AB8c»A t B 1 S, BGS^B^S, i t. d., dobivamo 
AB : A 1 B 1 = BS : B X S =BC:B 1 ( 7, = i t. d. Stoga je 
ABCD .. .. A l B l C l D l .... 

b) Neka je SP J_ ABCD ... i pođnožište pravca SP u ra¬ 
vnini p. Budući daje SP: SP t = £54.: £54, «= AB^A^,, dobivamo 
(§ 114., b) ABCD...-.A,B 1 C 1 D 1 ... = AB i :A 1 B 1 2 =SP' 2 :SP 1 *. 

c) Ako je piramida sječena ravninom, što je položena 
dvjema pobočnim bridovima, koji nijesu stranice iste pobočke, 
presječni lik je trokut; taj se trokut zove dijagonalni presjek 
piramide. Svaka w-terostrana piramida dade se dijagonalnim 
presjecima razdijeliti na (n —2) trostrane piramide s jednakim visi¬ 
nama. 

§ 141. Krnja piramida. Ako se piramida siječe ravninom, 
koja je usporedna s njezinom osnovkom, zove se dio piramide 
između osnovke i s njom usporedna presjeka krnja pira¬ 
mida, a piramida, koja je između toga presjeka i vrha, zove se 
potpunjak krnje piramide. 

Iz opisa piramide tumači se lako znamenovanje ovih izraza r 
osnovke, pobočje, osnovni i pobočni bridovi krnje 
piramide. Visina krnje piramide zove se daljina njezinih uspo¬ 
rednih osnovaka. Osnovke krnje piramide slični su mnogokuti 



(§ 140.); njezine su pobočke trapezi. Ako je piramida uspravna 
ili pravilna, svaka je krnja piramida, koja je dio te piramide,, 
također uspravna odnosno pravilna. Osnovke pravilne krnje- 
piramide slični su pravilni mnogokuti; njezine su pobočke su¬ 
kladni istokračni trapezi. 

Iz prethodnog objašnjenja izlazi: kad se pobočni bridovi 
krnje piramide produže preko vrha, produženja se moraju sa¬ 
stati u istoj tački. 

Prizma. 

§ 142. Objašnjenja, a) Ako se pravac p (lik 118.) kliže 
uzduž opsega mnogokuta ABCD . . . ostajući usporedan sam 
prema sebi, no da se pri tom ne miče u ravnini toga mnogo¬ 
kuta, opisuje pravac niz ravnih pruga, pa te pruge obuhvataju na 
dvij e strane neomeđen prostor, koji se zove prizmatičkiprostor. 

Ako se prizmatički prostor 
siječe dvjema usporednim ravni¬ 
nama, to se tijelo, što time 
dobivamo, zove prizma; oba. 
su usporedna presjeka sukladni 
mnogokuti (§ 123., b, d) i zovu 
se osnovke prizme. Sve su. 
ostale prizmine plohe paralelo- 
grami, a zovu se pobočke; 
zbroj pobočaka zove se p o- 
bočje ili plašt prizme. 

Sjecišnice pobočaka s osnov- 
kama ili stranice osnovaka zovu se osnovni bridovi. Svi su 
pobočni bridovi prizme usporedni i jednaki. Daljina obiju osno¬ 
vaka zove se visina prizme. 

b) Po broju stranica svake osnovke (ili po broju pobočnih 
bridova ili poboča.ka) zove se prizma trostrana, četvero¬ 
strana, .... n-terostrana. 

Po položaju pobočnih bridova prema osnovkama razliku¬ 
jemo uspravne i kose prizme. Prizma je uspravna, odnosno 
kosa, prema tome, da li su joj pobočni bridovi okomiti ili kosi 
prema osnovkama. Pobočke su uspravne prizme pravokutnici, 
koji su okomiti na osnovkama, a pobočni bridovi uspravne prizme 
jednaki su visini prizme. 








124 


Prizma sa skroz jednakim bridovima zove se istobriđna. 
Uspravna prizma, kojoj su osnovke pravilni mnogokuti, zove se 
pravilna. 

Prizma, kojoj sn osnovke paralelogrami, zove se para- 
lelepiped; svih šest njegovih pobočaka su paralelogrami, a 
kojegod dvije usporedne pobočke mogu se uzeti za osnovke. 
Uspravna prizma, kojoj su osnovke pravokutnici, zove se pravo¬ 
kutan paralelepiped; svih šest njegovih pobočaka su pravo¬ 
kutnici. Jeđnakobridan pravokutan paralelepiped zove se kocka 
(kubus ili heksaedar); svih šest njegovih pobočaka su su¬ 
kladni kvadrati. (Kocka je dakle pravilan polijedar, § 138.) 


§ 143. Ravni presjeci. Svaki s osnovicama usporedni pre¬ 
sjek prizme s njima je sukladan (§ 123., b, đ). 

Presjek kose prizme, kojemu je ravnina okomita na po¬ 
bočnim bridovima, zove se okomit ili normalan presjek 
prizme. 

Presjek prizme ravninom, koja je položena dvjema pobo¬ 
čnim bridovima, što nijesu u istoj pobočki, zove se dijago¬ 
nalan presjek prizme; on je uvijek paralelogram. Svaka se 
»i-terostrana prizma dade dijagonalnim presjecima razdijeliti na 
(n —2) trostrane prizme s jednakim visinama. 


§ 144. Dijagonale paralelepipeda. a) Svaka dijagonala 
dijagonalna presjeka paralelepipeda zove se također dijagonala 



paralelepipeda; ona sastavlja vr¬ 
hove dvaju suprotnih uglova, t. j. 
vršne tačke, koje nijesu u istoj po¬ 
bočki (na pr. AG, BH,. .. lik 119.). 
Svaki paralelepiped ima četiri dijago¬ 
nale. 

b) Dijagonale paralelepi¬ 
peda presijecaju se u istoj 
tački, pa se raspolovljuju me- 


Lik 119. đusobno. 


Dokaz. Dijagonale AG i BH (lik 119.) jesu dijagonale pa- 
ralelograma ABGH ; one se dakle raspolovljuju međusobno u 
sjecištu 0. AG i CE jesu dijagonale paralelograma ACGE-, 
stoga ide CE također tačkom 0 (polovištem dijagonale AG), pa 
tačka 0 raspolovljuje također CE, i t. d. 
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c) Dijagonale pravokutna paralelepipeda među¬ 
sobno su jednake; kvadrat dijagonale jednak je 
zbroju kvadrata onih triju bridova, koji se sastaju 
u istom vrhu. 

Dokaz. Svake su dvije dijagonale pravokutna paralelepi¬ 
peda ujedno dijagonale pravokutnika, pa su 
stoga među sobom jednake. 

Neka su a, b, c mjerni brojevi bridova 
AB, BC, BF , d 1 i cl mjerni brojevi od BD 
i BF; primjenom Pitagorina poučka na pra¬ 
vokutne trokute BF1) i BJJA dobivamo ^ 
đ 2 — c 2 + d 2 , d x 2 = a 2 -f- b' 2 , dakle 
d 2 = a 2 + b 2 + c 2 . 



B 


Lik 120. 


Prizmatoid. 


§ 145. Objašnjenja, a) Uglasto tijelo, koje je omeđeno, 
dvjema usporednim mnogokutima kao osnovkama i ravnim 
pobočkama, koje su uopće trokuti, a svaki od tih trokuta ima 
s jednom osnovkom zajednički vrh, s drugom jednu zajednička 
stranicu, zove se prizmatoid (lik 121.). 


Znamenovanje izraza: osnovni 
bridovi, pobočni bridovi i vi¬ 
sina prizmatoid a jasno je iz pret¬ 
hodnih opisa. 

U osobitom slučaju, kad su dvije 
suprotne stranice obiju osnovaka uspo¬ 
redne, na pr. AB || EG, sastavljaju 
dva pobočna trokuta pobočni trapez 
ili pače pobočni paralelogram, kad 
bi bridovi AB i EG ujedno bili je¬ 
dnaki. 


a 



A 

Lik 121. 


b) Prizmatoid, kojemu su sve pobočke četverokuti (osnovke 
mogu biti mnogokuti), zove se obelisk. Ako se produženja, 
njegovih pobočnih bridova sastaju u istoj tački, osnovke su slične, 
a obelisk je krnja piramida. Ako su svi pobočni bridovi obeliska 
usporedni, osnovke su sukladne, a obelisk je prizma; ako se svi 
njegovi pobočni bridovi sastaju u istoj tački, od obeliska postaje 


piramida. 






' 
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Ako su osnovke prizmatoida sukladne, ali pobočke nijesu 
paralelogrami (kao kod prizme) već sami trokuti, prizmatoid se 
zove an tip riz ma. 

Ako se umjesto gornje osnovke uzme samo dužina, koja 
je usporedna s donjom osnovkom, dobiva se polijedar, koji je 
također osobita vrsta prizmatoida, a zove se sfenisk (doslovce 
prevedeno: klin). 

§ 146. Srednji presjek prizmatoida. Ako se prizmatoid 
siječe ravninom, koja je polovištem kojega njegova pobočnog brida 
položena usporedno s osnovicama, zove se taj presjek srednji 
presjek prizmatoida. 

Srednji presjek prizmatoida raspolovljuje sve 
njegove pobočne bridove i njegovu visinu. 

Dokaz. Neka je H polovište pobočnoga brida AE (lik 121.). 
Ako se prizmatoid siječe ravninom, koja je tačkom H položena 
usporedno s osnovkama, mora biti HI ]| AB, IK |j EF, KL || BC,... 
i zato je EI= IB , FK= KB, FL = LO,... 

Ako je FP visina prizmatoida i R njezino sjecište s ra¬ 
vninom srednjega presjeka, bit će RL || PC, dakle FR = RP, 
jer je FL = LC. 

Općena svojstva polijedara. 

§ 147. Odnošaji između broja bridova, bridnib kutova, 
uglova i ploha polijedra (b, R, u, p). a) Broj bridnib 
kutova polijedra jednak je dvostrukom broju nje- 
,govih bridova. 7c = 2 b. 

Dokaz. Broj bridnih kutova polijedra jednak je broju stra¬ 
nica svili njegovih ploha, a taj je broj jednak dvostrukom broju 
bridova polijedra, jer je svaki brid u dvije plohe kao njihova 
zajednička stranica. 

b) Trostruki broj ploha polijedra kao i trostruki 
broj njegovih uglova ne može biti veći od dvostru¬ 
koga broja njegovih bridova. 3p ^ 2 b i 3w<26. 

Dokaz. U svakoj plohi polijedra, a i na svakom njegovu 
uglu, nalaze se bar tri bridna kuta; stoga je 3p, tako isto 3 u, 
ili jednako broju k ili manje od k, no kako je po a) fc = 2 &, to 
je 3p<j2 6 i 3w<^26. 


c) Za svaki je konveksni polijedar zbroj odbroja 
njegovih ploha i broja uglova za 2 veći od broja bri¬ 
dova. p j- u = b j- 2 . 

Dokaz. Projiciraj polijedar na 
ravninu, koja nije okomita ni na je¬ 
dnom njegovu bridu; onda je pro¬ 
jekcija svakoga brida dužina, a pro¬ 
jekcija svake njegove plohe mnogokut 
s istim brojem stranica (lik 122.) Ako 
je S zbroj unutarnjih kutova svih 
mnogokuta ABG , BCDHG , DEH, .. ., 

BCDI , DEF1, ..., koji su projekcije 
ploha, pa ako je n v n v n s , . . . % 
broj stranica 1 ., 2 ., 3 ., . . . . p- te polijedrove plohe, dobivamo 

S = (2 ti 1 — 4) R -|- (2 n 2 — 4 R) -)-... -f- (2 % 4) 7Ž = 

(w x + n 2 -|- . .. + n p ) %R —p • 4JŽ = (6 — p) 4 R, 
jer je n x -j- n g -)-... n p broj stranica svih polijedrovih ploha, pa 
stoga =2 b. 

Zbroj S možemo izračunati također tako, da dvostrukomu 
zbroju unutarnjih kutova mnogokuta ABGDEF. .., što ga ome- 
đava kontura projekcije, pridodamo toliko 4 R, koliko je pro¬ 
jekcija C, AT, j?, . .. vršnih tačaka polijedra unutar konture. Ako 
je dakle ABGDEF... m-terokut, dobivamo 

S = 2 (2 m — 4) R -j- (u — m) 4 iž = (u — 2) 4 R. 

Izjednačenjem prethodne i te vrijednosti za S dobivamo 
b — p — u — 2, dakle p u = b -f- 2. 

Dodatak. Taj se poučak zove Eulerov poučak. (Euler 
se rodio u Baselu 1707., umro je u Petrograđu 1783.) B pretho¬ 
dnom je dokazu pretpostavljeno, da se poučak za zbroj unutarnjih 
kutova (§ 70.) može primijeniti za sve mnogokute, koji su pro¬ 
jekcije polijedrovih ploha, i da ti mnogokuti pokrivaju mnogokut 
AB GDEF . . . samo dva puta. Otud izlazi, da Eulerov poučak 
vrijedi samo uz ta dva uvjeta. 

Polijedri, za koje taj poučak vrijedi, zovu se Eulerovi 
polij edri. 

Da na pr. načinimo polijedar, za koji ne vrijedi Eulerov 
poučak, izdupst ćemo iz kocke manju kocku, kojoj je jedna ploha 



u plohi veće kocke. Taj polijeđar ima ii ploha, 16 uglova, 24 
brida, dakle je p-\-u = %7, 5-)-2 = 26. 


Pravilni polij edri. ^ 

§ 148. Poučak. Ne može biti više od pet (kon¬ 
veksnih) pravilnih polijedara. 

Dokaz. Kut pravilna M-terokuta jednak j? Ako 

se m pravilnih m-terokuta sastaju u vrhu istoga ugla, zbroj je 
bridnih kutova ugla jednak m ^ n —- 1 Brojevi m i n moraju 
imati takove pozitivne cijele vrijednosti, da bude (po § 135.) 


m (2 nE — 4 11) 


<4 E. 


Otud se dobiva 2 m n — 4 m < 4 n, dakle m n — 2 n — 2 m < 0, 
a ujedno mora biti n > 3 i m > 3 ili rt — 2 > I ii«. — 2 > I. 
Budući daje (« — 2) (m — 2 ) — mn — 2« — 2i«-)-^t m °ra biti 
(«—2) (ni — 2) <C 4. Dakle se za »—2 i ni — 2 moraju uzeti 
takvi pozitivni cijeli brojevi, kojih je umnožak manji od 4. To 
se može učiniti na pet različnih načina, kako to pokazuje ova 
skrižaljka: 


n —2 ni —2 n m b u p Nazivlje 


1 

1 

3 

O 

O 

6 

4 

4 

tetraedar 

i 

2 

3 

4 

12 

6 

8 

oktaedar 

1 

3 

3 

5 

30 

12 

■ 20 

ikozaedar 

2 

1 

4 

3 

12 

8 

6 

heksaedar 

3 

1 

5 

3 

30 

20 

12 

dodekaeđar 


Da iz brojeva n i m izračunamo njima pripadne brojeve b, 
u, p, nađimo najprije posve analognim promatranjem kao u 

2 b 

§ 147., b), jednadžbe «p = 26 mu — ^b. Otud izlazi p = 
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a> b 

« = —: supstitucijom tih izraza za p i u u jednadžbu p- 4-w = 
m ' 

b 4 - 2 dobivamo 

7 2 mn 2 mn 

() --- - — - 

2 ni -f- 2 n — m n 4 — (n — 2) (ni — 2)‘ 

U skrižaljci se nalaze i vrijednosti za b, u, p, koje su iz 
tih jednadžbi izračunane. 

Dodaci. 1. U prethodnom je samo dokazano, da ne može 
biti više od pet (konveksnih) pravilnih polijedara. Da ta tjelesa 
zaista postoje, dokazuje se istom njihovom konstrukcijom. Oni 
se zovu također Platonova tjelesa, jer su ih već Platon 
(rođen u Ateni g. 429. pr. Is.) i njegovi učenici mnogo prou¬ 
čavali. 

2. Oktaedar i heksaedar, pa ikozaedar i đodekaedar imaju 
jednaki broj bridova, no broj ploha jednoga jednak je broju 
uglova drugoga, a broj stranica svake plohe jednoga jednak je 
broju bridova svakoga ugla drugoga; stoga se kaže, da su ta 
dva pravilna polijeđra među sobom recipročna. Taj se odnošaj 
dade protumačiti time, što iz jednadžbi np = 2 b, mu = 2 b i 
p -j- u *= b -)- 2 izlaze iste jednadžbe, kad se u njima izmijene 
p i u, pa istodobno n i rn. Za tetraedar možemo reći da je 
sam sebi recipročan, jer je broj njegovih ploha jednak broju 
uglova, a broj stranica svake njegove plohe jednak broju bridova 
svakoga ugla. 

Stožac i krnj stožac. 

§ 149. Objašnjenja i poučak, a) Ako se pravac kliže 
uzduž kružnice, a jedna njegova tačka, što je izvan ravnine, u 
kojoj je ta kružnica, ostaje nepomična, opisuje on krivu plohu, 
koja se zove stožasta ploha. Kružnica se zove provodna 
kružnica ili provodnica, pravac izvodnica stožaste plohe. 
Ako je provodnica kojagod druga krivulja, dobiva se stožasta 
ploha u općenom smislu te riječi. Odsada razumijevat će se pod 
„stožastom plohom“ ona, kojoj je provodnica kružnica. 

Nepomična tačka izvodnice zove se vrh; pravac, koji je 
potegnut vrhom i središtem provodne kružnice, zove se os sto¬ 
žaste plohe. 

Segen: Geometrija za više razrede srednjih škola. . 9 
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b) Svaka ravnina, koja je usporedna s ravninom 
provodne kružnice (a nije položena vrhom), siječe 

stožastu plohu u kru¬ 
žnici, kojoj je središte 
u osi. 

Dokaz. Neka je ACDB ... 
(lik 123.) provodna kružnica, 
S vrh, OS os stožaste plohe: 
AS, OS, BS, .... kojegođ 
izvodnice i A v Cj, B v . . . 
tačke, u kojima one zgađaju 
ravninu p, koja je kojomgođ 
tačkom 0 1 osi (izuzeta je je¬ 
dino tačka S) položena uspo¬ 
redno s ravninom provodne 
kružnice. 

Onda je f\ AOS oo COS oo OjC^S, . . . ., dakle AO: 

A x O x = OS: 0 ± S = GO : C x O x = BO : B l 0 1 = . ., no budući da 

je AO =00 = BO = . . ., mora biti A 1 O i = 0 1 0 l = B l 0 1 = .... 
Isto se tako vodi dokaz, kad je vrh S između presjeka i ravnine 
provodne kružnice. 

c) Ako se stožasta ploha siječe ravninom, koja je usporedna 
s ravninom provodne kružnice (no može se sjeći ravninom pro¬ 
vodne kružnice), to se tijelo, što ga. omeđavaju ta ravnina i sto¬ 
žasta ploha, zove stožac. 

Oplošje stošca sastoji se od osnovke, koja je krug, i od 
krive pobočne plohe ili plašta (obline). Dužina, koja je po- 
tegnuta od vrha do središta osnovke, zove se os stošca; daljina 
vrha od osnovke zove se visina stošca. Dužina, koja je na 
plaštu stošca potegnuta s vrha do kojegod tačke u opsegu osnovke, 
zove se stranica stošca. 

Stožac se zove uspravan ili kos prema tome, da li je 
njegova os okomita na osnovci ih kosa prema njoj. Os uspravna 
stošca ujedno je njegova visina; sve su njegove stranice jednake. 
Uspravan stožac može također nastati, kad se pravokutan trokut 
vrti oko jedne svoje katete, dok se ne povrati u svoj prvi 
položaj; druga kateta opisuje pri tom osnovku, hipotenuza plašt 
stošca. Stoga se uspravan stožac ubraja u rotaciona tjelesa, 
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njegov plašt i pripadna stožasta ploha ubrajaju se u rotacione 
plohe. Ako je stranica uspravna stošca jednaka premjeru njegove 
osnovke, kaže se, da je stožac istostraničan. 

§ 150. Osni presjeci, a) Presjek stošca ravninom, koja je 
položena njegovom osju, zove se osni presjek. Osni presjeci 
kosa stošca uopće su raznostranični trokuti; oni uspravna stošca 
jesu sukladni istokračni trokuti; oni istostranična stošca jesu 
sukladni istostranični trokuti. Osni presjek kosa stošca, koji je 
položen okomito na osnovku, zove se karakteristični trokut 
stošca (na pr. ABS u liku 123.); njegova je visina ujedno 
visina stošca: njegove su stranice premjer osnovke, najkraća i 
najduža stranica stošca (§ 42., b i § 126., c). 

Od osnih presjeka kosa stošca jedan je istokračan; njegova 
je ravnina ‘okomita na ravnini karakterističnoga trokuta, jer mora 
sjeći osnovku u premjeru, koji je okomit na projekciji stoščeve. 
osi (§ 127., c). 

§ 151. Dirne ravnine stoščeve obline. Ako se jednom 
tačkom u opsegu stoščeve osnovke potegne tangenta 
opsega i stranica stošca, pa tim pravcima položi 
ravnina, onda je ta stranicajedina, kojaje na oblini 
stošca i ujedno u toj ravnini; stoga se ta ravnina zove 
dima ravnina stoščeve obline. 

Dokaz. Kad bi u toj ravnini a bila osim stranice s još 
koja tačka P obline stošca, onda bi pravac, koji je potegnut vr¬ 
hom stošca i tačkom P, morao biti u ravnini a i na oblini stošca 
(S 149.). Ravnina a sjekla bi dakle oblinu stošca u dvije, stranice 
i opseg osnovke u dvije tačke, a to se protivi pretpostavci i ne 
može da bude. 

§ 152^ U stošcu upisane i oko njega opisane piramide. 

Kaže se, da je piramida u stošcu upisana, a stožac ujedno oko 
nje opisan, kad je osnovka piramide u osnovci stošca upisana 
i vrh stošca ujedno vrli piramide. (Pobočni bridovi te piramide 
jesu stranice stošca.) 

Kaže se, da je piramida oko stošca opisana, a stožac ujedno 
u njoj upisan, kad je osnovka piramide opisana oko osnovke 
stošca i vrh stošca ujedno vrh piramide. (Pobočke piramide diraju 
oblinu stošca.) 
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§ 153. Krnj stožac. Ako se stožac siječe ravninom, koja 
je usporedna s njegovom osnovkom, dio stošca između te ravnine 
i osnovke zove se k r n j stožac, a stožac između te ravnine i vrha 
zove se potpunjak krnja stošca. Po prethodnom jasno je zna- 
menovanje izraza: osnovke, oblina, visina, stranica, os, 
osni presjek krnja stošca. 

Krnj stožac je uspravan ili kos prema tome, da li je 
njegova os okomita na osnovicama ili kosa prema njima. 

Osni presjeci krnja stošca jesu trapezi; kod uspravna krnja 
stošca jesu osni presjeci sukladni istokračni trapezi. 

Po § 150. bit će jasno, koji se osni presjek kosa krnja 
stošca zove njegov karakteristični trapez, a koji će osni pre¬ 
sjek kosa krnja stošca biti istokračan trapez. 

Valjak. 

§ 154. Objašnjenja i poučci, a) Ako se pravac kliže uzduž 
kružnice ADCB .... ostajući neprestano usporedan sam sebi, 
a da se pri tom ne miče u ravnini kružnice, opisuje on krivu 
plohu, koja se zove valjkasta ploha. Kružnica se zove pro¬ 
vodna kružnica ili provoclnica, pravac izvodnica. Ako 1 
je provodnica kojagod druga krivulja, dobiva se valjkasta 
ploha u općenom smislu te riječi. Odsada razumijevamo pod 
,valjkastom plohom" onu, kojoj je provodnica kružnica. 

Pravac, koji je središtem provodnice potegnut usporedno 
s izvodnicama, zove se os valjkaste plohe. 

b) Svaka ravnina, koja je usporedna s ravninom 
provodne kružnice, siječe valjkastu plohu u kru¬ 
žnici, kojojje središte u 
osi plohe i kojoj je polu¬ 
mjer jednak polumjeru 
provodne kružnice. 

Dokaz. Neka je (lik 
124.) ADCB . . . provodna 
kružnica, 00 1 os valjkaste 
plohe; DD X , CC V BB V .. . 
neka su kojegod izvodnice, 
D 1 , 6j, B l ... tačke, u kojima 
one zgađaju ravninu p, što 
je lcojomgođ tačkom 0 : osi 


položena usporedno prema ravnini provodne kružnice. Budući da su 
četverokuti DOO x DC00 1 Cj, BOOJ^,. .. paralelogrami, mora 
hiti D,0 1 = DO, C\0 1 = CO, B^^BO,... dakle također 

d^^c^^b.o^... 

Posljedak. Valjkastu plohu opisuje kružnica, kad se ona 
miče tako, da njezino središte opisuje pravac i da njezina ra¬ 
vnina ostaje sama sebi usporedna. 

c) Ako se valjkasta ploha siječe s dvije ravnine, koje su 
usporedne s ravninom provodne kružnice (jedna od njih može 
biti ravnina provodne kružnice), dobiva se tijelo, koje je omeđeno 
valjkastom plohom i tim ravninama, a zove se valjak. 

Iz opisa stošca i prizme jasno je znamenovanje izraza: 
osnovke, oblina ili plašt, oplošje, os (OO v lik 124.) i 
visina valjka. Dužina, koja je na oblini valjka potegnuta 
krajnjim tačkama dvaju direktno usporednih polumjera njegovih 
osnovaka, zove se stranica valjka. Sve su stranice valjda 
među sobom usporedne i jednake. 

Valjak se zove uspravan ili kos prema tome, da li je 
njegova os okomita na osnovkama ili kosa prema njima. Os 
uspravna valjka ujedno je njegova visina. Uspravan valjak može 
također nastati, kad se pravokutnik vrti oko jedne svoje stranice, 
dok se ne povrati u svoj prvi položaj; stoga se uspravan 
valjak ubraja u rotaciona'tjelesa, a njegova oblina i pripadna valj¬ 
kasta ploha u rotacione plohe. Ako je visina uspravna valjka 
jednaka premjeru njegove osnovke, kaže se, da je valjak isto- 
s t'r a n i č a n. 

§ 155. Osni presjeci. Presjek valjka ravninom, koja je 
njegovom osju položena, zove se osni presjek valjka. Osni 
presjeci valjka sukladni su paralelogrami; oni uspravna 
valjka jesu sukladni pravokutnici, a oni istostranična valjka jesu 
sukladni kvadrati. 

Osni presjek kosa valjka, koji je okomit na osnovkama, 
zove se karakteristični paralelogram valjka; nje¬ 
gova je visina ujedno visina valjka i njegovi šiljasti kutovi je¬ 
dnaki su priklonu osi ili svake stranice valjka prema osnovci. 

Od osnih presjeka kosa valjka jedan je pravokutan; nje¬ 
gova je ravnina okomita na ravnini karakterističnoga paralelo- 
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grama, jer mora sjeći osnovku u premjeru, koji je okomit na 
projekciji valjkove osi (§ 127., c). 

§ 156. Dirne ravnine valjkove obline. Ako se jednom 
tačkom u opsegu valjkove osnovke potegne tan¬ 
genta opsega i stranica valjka, pa tim pravcima 
p oloži ravnina, onda je ta stranica jedina, koja je 
na oblini valjka i ujedno u toj ravnini; stoga se ta 
ravnina zove dima ravnina valjkove obline. 

Dokaz se vodi analogno kao u § 151. 

§ 157. U valjku upisane i oko njega opisane prizme. 

Kaže se, da je prizma u valjku upisana, a valjak ujedno oko 
nje opisan, kad su osnovke prizme upisane u osnovkama valjka 
i kad su pobočni bridovi prizme ujedno stranice valjka. 

Kaže se, da je prizma oko valjka opisana i valjak u njoj ^ 

upisan, kad su osnovke prizme opisane oko osnovaka valjka, a 
pobočke prizme diraju oblinu valjka. 

i 

Kugla. 

§ 158. Objašnjenja. Ako se polukružnica vrti oko svoga 
međašnjega premjera, dok se ne povrati u prvobitni položaj, 
opisuje ona zatvorenu krivu plohu, koja se zove kuglasta 
ploha. Kuglastom plohom omeđen prostor zove se. kugla. 

Kuglasta je ploha rotaciona ploha, a kugla rotaciono tijelo. 

Budući da nijedna tačka polukružnice kod vrtnje oko me¬ 
đašnjega premjera ne mijenja svoje daljine od nepomičnoga sre¬ 
dišta, sve su tačke kuglaste plohe jednako udaljene od toga sre¬ 
dišta, pa se ono stoga zove središte kuglaste plohe ili kugle. 

Dužina, koja je potegnuta od središta kuglaste plohe do kojegod 
njezine tačke, zove se polumjer (radij) kuglaste plohe ili kugle. 

Dužina, koja je omeđena dvjema tačkama kuglaste plohe, zove 
se tetiva; ide li tetiva središtem, to se ona zove premjer 
(dijametar). Krajnje tačke premjera zovu se dijametralne 
tačke kuglaste plohe. 

Po sijeci. 1. Svi su polumjeri kuglaste plohe jednaki. 

2. Svaki je premjer jednak dvostrukom polumjeru iste ku¬ 
glaste plohe. 

3. Svi su premjeri kuglaste plohe jednaki. 

4. Premjer je veći od svake tetive iste kuglaste plohe (§ 40.). 


§ 159. Položaj tačke prema kuglastoj plohi, a) Tačka 
je na kuglastoj plohi, unutar pripadne kugle ili 
izvan nje prema tome, da li je njezina daljina od 
središta (središnja daljina) jednaka polumjeru, 
manja od polumjera ili veća od njega. Ujedno vrijede 
obrnuti poučci. Istinitost tih poučaka izlazi neposredno iz de¬ 
finicije kuglaste plohe; obrnuti poučci dokazuju se indirektnim 
načinom. 

Posljeci. 1. Geometrijsko mjesto svih tačaka, koje 
su od zadane tačke 0 udaljene za r, jest kuglasta p.loha, kojoj 
je 0 središte, dužina r polumjer. 

2. Dvije kuglaste plohe, koje imaju zajedničko središte i 
jednake polumjere, posve se pokrivaju, t. j. svaka tačka jedne 
sastaje se s jednom tačkom druge. Stoga su 
kugle jednakih polumjera sukladne, ali 
se obično kaže, da su te kugle jednake. 

b) Po tri tačke kuglaste plohe 
ne mogu biti u istom pravcu. Izlazi 
neposredno iz posljetka u § 26. 

c) Četiri tačke, koje nijesu u 
istoj ravnini, izvjesno određuju 
kuglastu plohu. 

Dokaz. Neka su A, B, C , D (lik 125.) zadane tačke; tri 
od njih ne smiju biti u istom pravcu, jer bi onda sve četiri bile 
u istoj ravnini (isporedi također prethodni poučak). Ako se sre¬ 
dištem M kružnice, koja je opisana oko trokuta ABC, potegne 
pravac p okomito na ravninu ABC, taj je pravac geometrijsko 
mjesto svih tačaka, koje su jednako udaljene od tačaka A, B, G 
(§ 126., b). Simetralna ravnina o dužine AJD (ili BD ili CB) 
siječe pravac p u tački 0, koja je jednako udaljena od A, B, C i Đ ; 
tačka 0 je dakle središte kuglaste plohe, na kojoj su zadane 
tačke. Da se tim tačkama ne može položiti još koja druga ku¬ 
glasta ploha, dokazuje se isto tako kao analogni poučak za kru¬ 
žnicu (§ 43., c). Pravac p ne može biti usporedan s ravninom cs, 
niti može biti u njoj, jer to bi se moglo dogoditi jedino onda, 
kad bi sve četiri zadane tačke bile u istoj ravnini. 

§ 160. Položaj pravca prema kuglastoj plohi, a) Pravac 
i kuglasta ploha ili nemaju nijedne zajedničke 
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tačke ili imaju samo jednu zajedničku tačku ili 
dvije zajedničke tačke prema tome, da li je njegova 
daljina od središta kuglaste plohe veća od polu¬ 
mjera, jednaka polumjeru ili manja od njega. 

Ujedno vrijede i obrnuti poučci. 

Dokazi su analogni onima u § 43. 

b) Pravac, koji s kuglastom plohom ima samo jednu zaje¬ 
dničku tačku, zove se tangenta kuglaste plohe, a za¬ 
jednička tačka zove se điralište. Za tangentu kuglaste plohe 
vrijede posye isti poučci kao za tangentu kružnice (§ 47., a, 1 i 2). 

Geometrijsko mjesto svih tangenata kuglaste plohe, što je 
diraju u istoj tački, jest ravnina, koja je diralištem položena oko¬ 
mito na polumjeru potegnutome diralištem (1. posljedak u § 124.). 

c) Ako se s tačke, koja je izvan kugle, potegnu tangente 
kugline plohe, onda su dužine od tačke do pojedinih đirališta 
među sobom jednake. Geometrijsko je mjesto svih tih tangenata 
stožasta ploha, a geometrijsko mjesto svih đirališta je kružnica, 
kojoj je središte u pravcu, što sastavlja središte kugle sa za¬ 
danom tačkom. 

Dokaz. Vrti lik 29. oko OC i primijeni poučke b) i c) § 47, 

d) Jednake tetive kuglaste plohe jednako su 
udaljene od središta; veća od dvij e nej ednake tetive 
bliža je središtu. Obrnuti poučci vrijede također. 

Dokazuje se s pomoću Pitagorina poučka. 

§ 161. Položaj ravnine prema kuglastoj plohi, a) Ra¬ 
vnina i kugla sta p 1 o ha ili nemaj u nij e dne zajedničke 
tačke ili imaju samo jednu zajedničku tačku ili ra¬ 
vnina siječe kuglastu plohu u kružnici prema tome, 
da li je daljina ravnine od središta kuglaste plohe 
veća od polumjera, jednaka polumjeru ili manja 
od njega. Ujedno vrijede i obrnuti poučci. 

U prva dva slučaja dokazujemo istinitost tvrdnje s pomoću 
§ 126. i § 159. 

Dokaz za treći slučaj: 

Neka je OS _j_ a (lik 126.) i OS < r. Okomicom OS polo¬ 
žimo kojugod ravninu, pa u pravcu SR, u kojem ta ravnima si¬ 
ječe ravninu a, odredimo tačku R, da bude OR = r. (Budući da 
je OS < r, to se može naći takova tačka.) Ako tačka R u ra¬ 
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vnini a opisuje kružnicu, kojoj 
je S središte, SR polumjer, sve 
tačke te kružnice i jedino one 
udaljene su od središta 0 ku¬ 
glaste plohe za dužinu r (§ 126.). 

Ta je dakle kružnica u ravnini 
i na kuglastoj plohi, pa se kaže, 
da ravnina siječe kuglastu 
plohu u kružnici, a ta se kru¬ 
žnica zove kuglina kružnica. 

Obrnuti poučci dokazuju se 
indirektno. 

b) Ravnina; koja s kugla¬ 
stom plohom ima samo jednu zajedničku tačku, zove se dima 
ili tangencijalna ravnina kuglaste plohe, a zajednička tačka 
zove se điralište. 

Za dirnu ravninu kuglaste plohe vrijede analogni poučci kao 
za tangentu kuglaste plohe. Istaknut će se ovaj: 

Dima ravnina kuglaste plohe okomita je na 
polumjeru, koji je potegnut njezinim diralištem. Na 
koliko se načina može obrnuti taj poučak? 

§ 162. Poučci o kružnicama kuglaste plohe ili o ku- 
glinim kružnicama, a) Pravac, koji je sa središta kugle 
potegnutokomitonaravnini kugline kružnice, z g a đ a 
tu ravninu u središtu kugline kružnice. Dokaz izlazi 
iz promatranja u § 161. 

Na koliko se načina može obrnuti taj poučak? 

b) Ako je u 126. liku OR = r, OS _]_ a i OS=cl (središnja 
daljina ravnine a), RS = r v imamo r x = J/r 2 — d 2 . Odatle izlazi: 

1 . Jednakim središnjim daljinama pripadaju na 
istoj kugli jednake kugline kružnice i obrnuto. 

2. Manjoj središnjoj daljini pripada na istoj 
kugli veća kuglina kružnica i obrnuto. 

3. Kugline kružnice, kojim asu ravnine položene 
središtem kugle, jesu najveće od svih kugi inih 
kružnica. One se stoga zovu najveće kugline kružnice 
ili glavne kugline kružnice; svaka druga kuglina kružnica 
zove se sporedna kuglina kružnica. 
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4 . Glavne su kug 1 ine kružnice među sobom je¬ 
dnake, jer polumjer svake jednak je polumjeru kugle. 

5. Ravnine dviju glavnih ku glini h kružnica si¬ 
jeku se u premjeru kugle. 

0 . Dvjema dijametralnim tackama kuglaste 
plohe (ili kugle) dade se na kuglastoj plohi pote¬ 
gnuti neizmjerno mnogo njezinih glavnih kružnica. 

Drugim dvjema tačkama kuglaste plohe može 
se potegnuti samo jedna glavna kugli na kružnica. 

Pod sfernom daljinom dviju tačaka kuglaste plohe la- 
zumijeva se manji luk, što ga obje tačke omeđavaju na glavnoj 
kuglinoj kružnici, koja je njima potegnuta. 

c) Pravac, koji je u središtu kugline kružnice 
uzdignut okomito na njezinoj ravnini (os kugline 
kružnice), ide središtem kugle. (Obrat poučka pod a). 

Os kugline kružnice siječe kuglinu plohu u dvije tačke, 
koje se zovu polovi ili stožeri kugline kružnice. 

d) Svakom polu kugline kružnice pripadaju je¬ 
dnake s fer ne daljine od svih tačaka te kružnice, 
stoga se kaže, da je svaki pol kugline kružnice njezino sferno 
središte, a sferna daljina svakoga pola od tačaka. kružnice zove 
se s fer ni polumjer kugline kružnice. 

e) Kugline kružnice, kojima su ravnine uspo¬ 
redne, imaju zajedničku os i iste polove. 

Dokazuje se s pomoću § 124., c x ). 

§ 163. Dijelovi kugle i kugline plohe. Ravnina kugline 
kružnice dijeli kuglu na dva tijela, koji se zovu ku glini od¬ 
sječci ili segmenti, a kuglinu plohu na dvije plohe, koje se 
zovu kugline kapice ili kalote. Oplošje kuglina odsječka 
sastavljeno je od kruga, koji se zove osnovka odsječka, i kalote, 
koja je oblina odsječka. Ako se potegne os kruga, koji je osnovka 
kuglina odsječka, tada se dio osi između osnovke odsječka i nje¬ 
gove obline zove visina odsječka i pripadne kalote. 

Ravnina glavne kugline kružnice dijeli kuglu na dva je¬ 
dnaka dijela, koji se zovu po luku gle. 

Dio kugle između dvije usporedne ravnine, koje kuglu sijeku, 
zove se kuglin sloj; dio kugline plohe, koji je između tih 


ravnina, zove- se kuglin pojas ili ukratko pojas (zona). 
Oplošje kuglina sloja sastavljeno je od dva kruga, koji se zovu 
osnovke sloja. Daljina obiju osnovaka sloja zove se visina 
kuglina sloja i pripadnog pojasa. 

Ako se koja sporedna kuglina kružnica uzme za provodnicu 
stožaste plohe, središte kuglaste plohe. za vrh te plohe, tada se 
dio kugle, koji je omeđen tom stožastom plohom, zove isječak 
ili sektor kugle; njegovo je oplošje sastavljeno od kalote i 
obline uspravna stošca. 

U prethodnom naznačeni dijelovi kugle i kugline plohe 
ubrajaju se u rotaciona tjelesa odnosno u rotacione plohe. 
Odredi ravne likove ili crte, koje treba vrtjeti, i os vrtnje, da se 
izvode prije naznačeni dijelovi kugle ili kugline plohe. 

§ 164. U kugli upisana i oko nje opisana tjelesa. a) 

Polijedar je u kugli upisan, kad su vrhovi njegovih uglova 
tačke kugline plohe; on je oko kugle opisan, kad njegove plohe 
diraju kuglinu plohu. 

Valjak je u kugli upisan, kad su opsezi njegovih osno¬ 
vaka dvije sporedne kružnice kugline plohe; on je oko kugle 
opisan, kad njegove osnovke i njegove stranice diraju kuglinu 
plohu. 

Analogna su objašnjenja za upisani ili opisani stožac i 
krnji stožac. 

b) U svaki se pravilni polijedar može kugla upi¬ 
sati i oko svakoga se kugla, može opisati; središta 
obiju kugala ista je tačka, pa se zove središte 
pravilna p o 1 i j e d r a. 

Dokaz. Neka su M i N (lik 127.) središta dviju ploha pra¬ 
vilna polijedra, P polovište njihove 
zajedničke stranice AB. Onda je 
MP J_ A 7i, NP J_ A 7J, a MPN = a. 
međusobni priklon tih polijedrovih 
ploha, jer je ravnina MPN okomita 
na AB. Ako se na svaku od tih 
ploha u njezinu središtu uzdigne 
normala, obje su normale u ra¬ 
vnini MPN (§ 129., b) i sijeku se 



Lik 127. 
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u nekoj tački 0. Mažemo dokazati, da je tačka 0 središte pra¬ 
vilnoga polijedra. 

Budući daje /\ OMP ^ ONP, imamo OM— ON i MPO = 

NPO = Neka je S središte polijedrove plohe, koja s jednom 

od prijašnjih njegovih ploha ima zajedničku stranicu, na pr. CD, 
pa neka je Ii polovište stranice CD. Ako se u središtu S uzdigne 
okomica na tu plohu, to se isto tako kao i prije dobiva, da se 
okomice u M i S sijeku u nekoj tački 0 1 , pa da je O^M— 0 1 S, 

MBO l — SB0 1 = —. No budući da su pravokutni trokuti OMP 

i 0 X MB sukladni (jer je MP — MB, MPO — -*• -- MBO{), mora 

biti MO = M0 V dakle 0 i 0 1 jesu ista tačka, pa stoga je ON = 
OM= OS. Tim se postupkom dokazuje, da je tačka 0 jednako 
udaljena od svih polijedrovih ploha; ona je dakle središte upi¬ 
sane kugle. 

Budući da su MO, NO, SO, . . . okomiti na polijedrovim 
plohama, i to u njihovim središtima M, N, S, . . ., sve kose du¬ 
žine, koje su s tačke 0 potegnute do vrhova pobočaka, moraju 
biti jednake (po § 126., b ); tačka 0 je dakle također središte 
opisane kugle. 

Posljedak. Svaki se pravilni polijeđar može rastaviti na 
toliko pravilnih piramida, koliko on ima ploha. Zajednički vrh tih 
piramida je središte pravilna polijedra, a njihove su osnovke plohe 
toga polijedra. 

§ 165. Dvije kuglaste plohe, a) Za dvije kugle ili dvije 
kuglaste plohe, koje imaju isto središte, kaže se da su kon¬ 
centrične. Pravac, koji je potegnut središtima dviju kugala, 
zove se njihova centrala; daljina obaju središta zove se sre¬ 
dišnja ili centralna daljina. 

b) Dvije ekscentrične kugle mogu međusobno imati pet 
bitno različnih položaja; za te položaje vrijede iste relacije između 
centralne daljine i obaju polumjera, koje vrijede za analogne 
položaje dviju kružnica. 

Ako se naime dvije ekscentrične kružnice vrte oko svoje 
centrale, dok se ne povrate u svoj prvobitni položaj, svaka 


od njih opisuje kuglastu plohu; po poučcima u § 50. upoznajemo 
međusobne položaje tih kružnica, dakle također analogne polo¬ 
žaje obiju kuglastih ploha, što ih one opisuju. Od poučaka o 
položajima dviju kugala navest ćemo napose ovaj: 

Dvije se kuglaste plohe presijecaju, ako je sre¬ 
dišnja daljina manja od zbroja, a veća od razlike 
obaju polumjera; međusobna je presječnica. kru¬ 
žnica, kojoj je središte u centrali. 

Dokaz. Neka je c središnja daljina dviju kružnica, kojima 
su r i r Y (r > rj polumjeri; ako je r — r x < c < r -{- r v pre¬ 
sijecaju se obje kružnice u dvije tačke A i B, koje su simetrične 
s obzirom na centralu (§ 50.). Ako se obje kružnice vide oko 
centrale, opisuju one kuglaste plohe, a zajedničke tačke A i B 
opisuju kružnicu, kojoj je središte u centrali i koja je zajednička 
kuglastim plohama. 

Dodatak. Kad se dvije kuglaste plohe diraju, njihovo je 
diralište u centrali, a one za tu tačku imaju zajedničku đirnu 
ravninu, dakle također zajedničke tangente. 

Sukladnost i simetrična jednakost, sličnost i si¬ 
metrična sličnost tjelesa. 

§ 166. Sukladnost i simetrična jednakost. Iz općena 
pojma o sukladnosti izlazi: dva su tijela sukladna, kad može 
jedno posve zauzeti položaj drugoga. 

Dva su tijela simetrično jednaka, kad je svakoj tački 
jednoga tijela pridružena izvjesna tačka drugoga, pa kad se 
dadu ta dva tijela namjestiti na različnim stranama ravnine 
tako, da su dužine, koje sastavljaju po dvije pridružene ili ho- 
mologne tačke, okomite na toj ravnini i njome raspolovljene. Ta 
se ravnina zove simetralna ravnina. Simetrično su jednaki 
na pr. tijelo i njegova slika u ravnom ogledalu, desna i lijeva 
ruka. 

U dva sukladna, a isto tako u dva simetrično jednaka ti¬ 
jela svake su dvije homologne dužine (bridovi, visine, dijago¬ 
nale, polumjeri, osi) među sobom jednake, svake su dvije ho- 
’mologne međašnje plohe obaju tijela sukladne, pa su svaka dva 
homologna plošna kuta (klina) jednaka; ali homologni su uglovi 
samo onda sukladni, kad su tjelesa sukladna, dok su nasuprot 
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homologni uglovi simetrični, kad su oba tijela simetrično je¬ 
dnaka. Otud izlazi, da dva simetrično jednaka tijela uopće ni¬ 
je su sukladna. 

§ 187. Sličnost i simetrična sličnost. Dva su tijela ili 
slična ili simetrično slična, kad je svakoj tački jednoga 
tijela pridružena izvjesna tačka drugoga, pa kad se dadu ta dva 
tijela namjestiti u prostornom pramenu zraka tako, da su svake 
dvije pridružene (homologne) tačke ili u istoj zraki ili u dvije 
zrake, koje se međusobno potpuujavaju, pa da je za svake dvije 
pridružene tačke omjer njihovih daljina od vrha pramena kon¬ 
stantan. Taj osobiti položaj sličnih, odnosno simetrično sličnih 
tjelesa, zove se perspektivni položaj. Iz nauke o sličnosti 
ravnih likova (§ 86.) jasno je znamenovanje izraza: izvanje ili 
unutarnje središte sličnosti, količnik sličnosti ili 
m o đulu s. 

U sličnim, a isto tako u simetrično sličnim tjelesima omjeri 
dviju homolognih dužina jednaki su modulu, a homologni su ku¬ 
tovi međusobno jednaki; ali homologni su uglovi samo onda 
sukladni, kad su tjelesa slična, dok su nasuprot homologni 
uglovi simetrični, kad su tjelesa simetrično slična. 

Ako je modul dvaju sličnih tijela jednak —j— 1, oba su ti¬ 
jela sukladna; ako je modul dvaju simetrično sličnih tijela jednak 
— 1, oba su tijela simetrično jednaka, jer se dadu tako smje¬ 
stiti, da su simetrični s obzirom na ravninu (§ 166.). 

Dvije su kugle (nejednakih polumjera) slične, pa su svagda 
u perspektivnom položaju; one dakle imaju svagda izvanje 
unutarnje središte sličnosti. 


IV. Odsječak. 

Izračunavanje oplošja i obujma. 

Izračunavanje oplošja. 

§ 168. Polijedri. Oplošje polijedra dobivamo, kad izraču- 
namo zbroj ploština svih njegovih ploha. 

a) Ploština pobočja ili ukratko pobočje 
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uspravne prizme jednako je umnošku opsega 
njezine osnovke s visinom prizme. 

Dokaz. Ako su a , b, c,. .. . stranice osnovke, v visina 
uspravne prizme, onda je ploština pobočja: 

P c= av bv cv -j- ..... = (a -f- b -j- c -)- . . .) v. 

b) Pobočje kose prizme jednako je umnošku 
opsega njezina normalnoga presjeka s pobočnim 
bridom prizme. 

Dokaz. Ako su a, b, c .stranice normalnoga presjeka, 

a- pobočni brid prizme, onda je pobočje: 

P==as-j-&s-j-cs-|-.... = (a-j-&-j-c-|-...)s. 

c) Pobočj e pravilne piramide jednako je polo¬ 
vini umnoška opsega njezine osnovke s visinom po- 
b o č k e. 

Dokaz. Ako je a osnovni brid pravilne n-terostrane pira¬ 
mide, s visina svake pobočke, onda je pobočje: 


d) Pobočje pravilne krnje piramide jednako je 
umnošku opsega njezina srednjega presjeka s visi¬ 
nom pobočke. 

Dokaz. Pod srednjim presjekom prizme, piramide, 
krnje piramide, prizmatoiđa, valjka, stošca, krnja stošca razumijeva 
se presjek, koji je usporedan s osnovkom tijela i koji raspolavlja 
visinu tijela, a prema tome i sve pobočne bridove (odnosno 
stranice) tijela (§ 146.). 

Srednji je presjek pravilne »-terostrane krnje piramide pra¬ 
vilan n-terokvit, kojemu je svaka stranica srednjica pobočke. 
S pomoću § 113. e) dobiva se prethodni poučak. 

§ 169. Uspravan valjak. Plašt uspravna valjka je- 
.duakje umnošku opsega njegove osnovke s visinom 
v a 1 j k a. 

D okaz. Pomislimo, daje u zadani valjak, kojemu je v visina 
i r polumj'er osnovke, upisana pravilna n-terostrana prizma, a 
druga oko njega opisana. Ako su o„ i o‘ n opsezi osnovaka tili 
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prizama, P i P,„ njihova pobočja, onda je (§ 168 ., ci) P n — o„v, 
P'n = 0‘ n V. 

Kad broj n bez prestanka raste, približuju se o„ i o‘„ neo¬ 
graničeno opsegu o valjkove osnovke, a po tome se P n i P' n neo¬ 
graničeno približuju zajedničkoj granici ov, i to P n rastući, a 
P'n padajući. Ta zajednička granica je ploština P plašta 
(obline) valjka. Po tome je P=ov. 

Izračunavanje ploštine oble plohe zove se komplanacija 
te plohe.- 

Prethodni se poučak može takođjer dokazati ovako: Ako sepo- 
misli, da je plašt uspravna valjka uzduž jedne stranice prerezan, 
pa u ravninu razmotan, dobiva se pravokutnik, kojemu je osnovnica 
jednaka opsegu osnovke, visina jednaka visini valjka. 

P o slj e ci. 1. Ako su P i 0 ploštine plašta i oplošja uspravna 
valjka, imamo: 

P — 2 u rv, 0 = 2 ti r 2 -)- 2 ti r v — 2 :r r (»■ -j- v), 
gdje je r polumjer osnovke, v visina valjka. 

2. Kod istostranična je valjka t> = 2r, dakle je P = 4ti r-, 
0 = 67ir 2 . 

Dodatak: Plašt kosa valjka ne da se elementarnim načinom 
izračunati. 

§ 170. Uspravan stožac. Plašt uspravna štošca 
jednak je polovini umnoška opsega osnovke sa stra¬ 
nicom stošca. 

Dokaz. Pomislimo, da je pravilna n-terostrana piramida 
upisana u uspravnom stošcu, kojemu je s stranica, a druga oko 
njega opisana. Ako su -o, t i o'„ opsezi njihovih osnovaka, s„ i s'„ 
visine njihovih pobočaka, P» i P‘ n njihova pobočja, onda je 
(§ 168 ., c) Pn — iO n S„ , P'n = I 0‘ n S'„. 

Kad broj n neprestano raste, približuju se o K i o'„ neogra¬ 
ničeno opsegu o stoščeve osnovke, s„ i s'„ njegovoj stranici s ; 
Pn i P‘ n približuju se dakle neograničeno zajedničkoj granici P, 
koja je ploština stoščeva plašta, pa je ujedno P„<_P<PV 
Prema tome je P = 4 os. 

Taj se poučak može također dokazati ovako: 

Pomislimo, da je plašt uspravna stošca uzduž jedne stra¬ 
nice prerezan, pa u ravnini razmotan; onda se dobiva kružni isječak. 
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kojemu je luk jednak opsegu osnovke, polmgjer jednak stranici 
stošca. Primjenom 2. posljetka u § 119., b) izlazi istinitost poučka. 

Po sijeci. 1. Ako su PiO plašt i oplošje uspravna stošca, 
r polumjer njegove osnovke, s njegova stranica, dobivamo: 

P = 2 7cr . s = irrs, ' 

0 ■== itr 2 -)- nrs — 7t r (r -j- s). 

2. Na istostraničnom je stošcu s = 2 r, dakle je 
P = 2 tc r 2 , 0=3zr 2 . 

Dodatak. Plašt kosa stošca ne može se elementarnim na¬ 
činom izračunati. 

§ 171. Uspravan krnj stožac. a) Plašt uspravna 
krnja stošca jednak je umnošku opsega srednjega 
mu presjeka sa stranicom krnja stošca. 

Dokaz. Neka se pomisli, da je pravilna ra-terostrana krnja 
piramida u uspravni krnji stožac upisana, a druga oko njega opi¬ 
sana; s pomoću § 168., đ) izračunajmo pobočja tih pravilnih 
krnjih piramida i t. d. kao u § 170. 

Po sijeci. Položimo li kojigod osni presjek uspravna krnja 
stošca i srednji presjek, razabrat ćemo, da je premjer 2p sre¬ 
dnjega presjeka srednjica trapeza, koji je osni presjek. 

Ako su r i r x polumjeri osnovaka krnja stošca, s njegova 
stranica, P i 0 njegov plašt i njegovo oplošje, dobivamo, budući 
da je 2p = r -f- r lt 

P = 2 rc p s = i: (r -j- rj s ; 

0 = v [r 2 + r x °- + (r + rj s], 

b) Plašt uspravna krnja'stošca jednak je umno¬ 
šku njegove visine s opsegom glavne kružnice one 
kugle, koja dira plašt uzduž opsega srednjega mu 
presj eka. 

Dokaz. Neka je ABCD (lik 
128.) osni presjek uspravna krnja 
stošca, EF njegova srednjica, 0 
sjecište simetrala stranica AP i AD. 

Kružnica, kojoj je središte 0, a po- * 
lumjer OE, dira stranice A I) i PC 
u E i F. Lik 128. 

Segen: Geometrija za riše razrede srednjih škola. 10 
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Ako se taj lik vrti oko 01, dok se ne povrati u svoj prvi 
položaj, osni presjek ABOT) opisuje uspravni krnji stožac, kiri¬ 
znica kuglastu plohu, koja dira plašt stošca uzduž opsega sie- 
dnjega mu presjeka. 

Ako se potegne DH j__ AB, to je A A HB ^ OGB, dakle 
AB : BH=OE : GB, pa AB . GE = BR . OE. 

No po prethodnom poučku pod a) imamo P= 2:r. GE. AB ; 

dakle je također P = 2 % OE . BH. 

Dodatak. Ta formula izrazuje također plašt uspravna 
valjka i stošca. Kod uspravna je naime valjka OE polumjer sre¬ 
dnjega presjeka i polumjer osnovke; za uspravni stožac vodi se 
dokaz isto tako kao prije. 

§ 172. Kugla. Oplošje kugle jednako je četvero¬ 
strukoj ploštini glavna kuglina kruga. 0 = 4iur 2 . 

Dokaz. U kružnicu, kojoj je polumjer r, neka se upiše 
pravilan 2 u-terokut, a drugi neka se oko nje opiše tako, da oba 
pravilna 2 n-terokuta imaju zajedničke kutne simetrale (lik 129.). 
Neka je p polumjer kružnice, koja je upisana u prvi pravilni 2 n- 
terokut, r‘ polumjer kružnice, koja je opisana oko drugoga. 

u Ako se 129. lik vrti oko kutne simetrale 

7T"\ MS, oba mnogokuta opisuju rotaciona tijela, 
zadani krug kuglu; oplošje svakoga toga ro¬ 
tacionoga tijela jest zbroj plašteva dvaju uspra¬ 
vnih stožaca, {n — 3) uspravnih krnjih stožaca i 
uspravna valjka, ili zbroj plašteva dvaju uspravnih 
stožaca i (» — 2) uspravnih krnjih stožaca, već 
v prema tomu, da li je n lih ili tak broj. 

9 - Ako su v v v 2 ,,.... v n projekcije stranica 

AB BC FG upisanoga mnogokuta na pravac MS, v\, v' 2 , 

’ projekcije stranica MN, NB, .... BS opisanoga mnogo¬ 

kuta na isti pravac, onda su (§ 171, V) oplošja O n i 0> H rota¬ 
cionih tjelesa, što ih opisuju oba mnogokuta, kad se vrte oko 

pravca MS, ova: 

O n = 2 ic p . (% + v 2 +-+ v n ) = 2 ir. p . 2 r, 

0‘ n = 2 % r . {v\ + t>' 2 +-+ <) ■ 

Kad broj n neograničeno raste, polumjer p primiče se ra¬ 
stući granici r, zbroj + v' a + •••• +*'» P rimiče se padajuĆi 



granici 2r. Stoga se 0 H i 0' n primiču zajedničkoj - granici 
% % r . 2 r -=:4rcr z , pa je ujedno O n < 4rcr 2 < 0 ‘ n ; ta zajednička 
oranica 4 %r 2 zove se oplošje kugle. Po tome je oplošje kugle 

0 = 4rcr 2 . 

Dodatak. Oplošja dviju kngala odnose se kao kvadrati 
njihovih polumjera. 

0 : 0 1 = 4 %r 2 : 4 it r, 2 = r 2 : r x 2 . 

§ 173. Kuglin pojas (zona) i kalota. Kuglin pojas 
(zona) i kalota jednaki su umnošku opsega glavne 
k u g 1 i n e kružnice s visinom zone ili kalote. 

Dokaz. Neka je BF (lik 129.) luk kružnice, kojoj je 
polumjer r, pa neka je v projekcija luka BF na premjer AG, 
koji ne siječe taj luk. Ako se luk BF razdijeli na n jednakih 
dijelova, pa svaka dva djelišta, što dolaze jedno za drugim, sa¬ 
stave tetivom, dobiva se slomljena crta BO... .F. Vrtimo li luk 
BF i slomljenu crtu BC.... F oko premjera AG, clok se ne 
povrate u svoj prvi položaj, luk BF opisuje pojas, slomljena 
crta BC....F rotacionu plohu, kojoj je oplošje 0 n = 2~p.i; 
(§ 171, 1) i dokaz u § 172.), gdje je p polumjer kružnice, koja 
dira sve stranice slomljene crte. 

Kad broj n neprestano raste, p se neograničeno približuje 
granici r ; stoga se oplošje O n spomenute rotacione plohe ne¬ 
ograničeno približuje granici 2 nrv\ ta je granica oplošje pojasa, 
koji nastaje rotacijom luka BF. 

Po tome je oplošje pojasa: 0 — %i:rv. 

Ako je jedna krajnja tačka luka BF ujedno jedna krajnja 
tačka premjera, oko kojega se taj luk vrti, opisuje luk kalotu, 
no prethodni dokaz ostaje također valjan i u tom slučaju, pa 
prethodna formula vrijedi također za oplošje kalote. 

Dodatak. Neka je AC (lik 129.) luk, koji svojom rotacijom 
izvodi kalotu visine v ; ako se postavi AC— s, dobivamo s po¬ 
moću pravokutnoga trokuta ACG, da je s 2 — 2rv. Formula za 
oplošje kalote glasi dakle također ovako: 0 = ks 2 . 

Izračunavanje obujma. 

§ 174. Objašnjenja. Veličina prostora, što ga tijelo zaprema, 
zove se obuj am (volumen) toga tijela. 
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Kao što se likovi, tako isto se mogu i tjelesa ispoređivati 
s obzirom na njihovu veličinu; tjelesa se mogu također zbrajati, 
jedno se tijelo od drugoga dade odbiti, svako se tijelo može 
pomnogostručiti, dijeliti i mjeriti drugim tijelom. Definicije za 
ispoređivanje, zbrajanje, odbijanje i t. d. dvaju tijela analogne 
su definicijama u § 74. 

Kao jedinica za mjerenje tjelesa (§ 81.), t. j. kao pro¬ 
storna jedinica uzima se kocka, kojoj je brid jednak jedinici 
dužine, dakle 1 m, pa se obujam ove kocke zove 1 kubični 

metar (lm 3 ). Obujam kocke, kojoj je brid 1 dm, lem, -, 

zove se 1 kubični decimetar (1 dm 3 ), 1 kubični centi¬ 
metar (1 cm 3 ), .... 

Omjer zadanoga tijela i prostorne jedinice, ili broj, koji ka¬ 
zuje, koliko se puta mora prostorna jedinica staviti kao pri- 
brojnik, da se zadano tijelo dobije za zbroj (ili kraće: koliko je 
puta prostorna jedinica sadržana u zadanom tijelu), zove se 
mjerni broj za obujam toga tijela s obzirom na uzetu pro¬ 
stornu jedinicu. 

Ak o je na pr. V obujam nekoga tijela, K prostorna jedi¬ 
nica, a V : K = n ili V = nK , onda je neimenovani broj n 
mjerni broj za obujam toga tijela, a imenovani broj nK 
je obujam toga tijela. 

Obujam tijela ne može se gotovo nikada odrediti direktnim 
mjerenjem, već se mora pronaći računanjem, pa se taj postupak 
zove kubatura tijela. 

§ 175. Pravokutan paralelepipeđ. a) Obujmovi pravo¬ 
kutnih paralelepipeda, kojima su osnovke sukladne 
odnose se kao njihove visine. 

Dokazuje se analogno kao poučak u § 112., a). 

b) Obujam pravokutna paralelepipeda jednak 
je umnošku (mjernih brojeva) bridova, što se sastaju 
u istoj vršnoj tački. 

Dokaz. Neka su a, b, c mjerni brojevi triju dimenzija 
(dužine, širine i visine) zadanoga pravokutnoga paralelepipeda 
P. Isporedimo zadani pravokutni paralelepipeđ s drugim P 1? ko¬ 
jemu su dimenzije a , b, 1; drugi s trećim P 2 , kojemu su dimen¬ 
zije a, 1, 1, pa ovaj treći s kockom K, koja je kubična jedi¬ 
nica (njezine su dimenzije dakle 1, 1, 1). 


Budući da se svaka pobočka pravokutna paralelepipeda 
može uzeti za njegovu osnovku, dobivamo s pomoću poučka 
pod a) ove razmjere: 

P : P-! = c : 1, 

P,: P 2 = b : 1, 

P 2 : K — a : 1. 

Otud izlazi P 2 = aK, P 1 = bP 2 = abK, P=cP 1 =abcK. 
Po tome je mjerni broj V za obujam ili ukratko obujam 
zadanoga paralelepipeda jednak umnošku mjernih brojeva a, b, 
c bridova ili ukratko umnošku bridova, što se sastaju u 
istoj tački; dakle V=abc. 

Dodatak. Obujam tijela izražen je svagda izrazom, koji 
ima tri dimenzije. (Vidi dodatak u § 115.) 

Posljeci. 1. Obujam pravokutna paralelepi¬ 
peda jednak je umnošku (mjernih brojeva) osnovke 
s visinom. 

V=Bv, gdje su B i v. mjerni brojevi baze (osnovke) i 
, visine. 

T 2. Na kocki je a = b = c, dakle je obujam kocke: V= a 3 , 

ili: obujam kocke jednak je trećoj potenciji (kubu) 
njezina brida. 

> 

Otud se dade protumačiti izraz „kub broja" za treću po¬ 
tenciju toga broja i označivanje 1 m 3 , 1 dm 3 , .... za 1 kubični 
metar, 1 kubični decimetar, .... 

4. Po prethodnom je 1 m 8 = 1000 dm 3 — 1,000.000 cm 3 , i t. d. 

§ 176. Cavalierijev osnovni poučak. Ako se mogu dva 
tijela u takav položaj postaviti, da budu među so¬ 
bom jednaki njihovi presjeci svakom ravninom, 
koja je usporedna sa stanovitom ravninom, jednaki 
su također njihovi obujmovi. (Cavalieri se rodio u Mi¬ 
lanu god. 1598.; urnr’o je u Bologni god. 1647.) 

r ’ Dva tijela, za koja vrijedi pretpostavka Cavalierijeva osno¬ 

vnoga poučka, zovu se Cavalierijeva tijela. 

§ 177. Prizma i valjak. Obujam prizme ili valjka 
jednak je umnošku osnovke s visinom. 
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Dokaz. Ako postavimo zadanu prizmu, (ili zadani valjak) 
i pravokutni paralelepiped, kojima su osnovke i visine jednake, 
tako da su njihove osnovke u istoj ravnini, bit će međusobno 
jednaki svi njihbvi presjeci, koji su usporedni s tom ravninom. 
Po Cavalierijevu osnovnom poučku jednaki su dakle obujmovi tih 
tjelesa, te formula V = Bv, koja vrijedi za obujam pravokutna 
paralelepipeda, vrijedi stoga za obujam svake prizme i svakoga 
valjka. 

Posljeci. 1. Obujam valjka, kojemu je osnovka krug polu¬ 
mjera r, visina v, jednak je V=icr 2 v.] 

2. Obujam istostranična valjka je: F = 2 tc r°. 

3. Dvije prizme ili dva valjka, kojima su osnovke (visine) 
jednake, odnose se kao njihove visine (osnovke). 

4. Obujmovi sličnih prizama odnose se kao treće potencije 
homolognih bridova. 

Ako su naime a i a x homologne stranice sličnih baza B i 
B 1 , v i v x visine obiju piramida, mora biti 

B : B^ = a? : a 2 , v : v 3 =a: a v dakle 
B v : B l v 1 = a s : a j 8 . 

Dokaz ostaje valjan, ako su a i a x dva pobočna brida sličnih 
prizama. 

5. Obujmovi sličnih valjaka odnose se kao treće potencije 
njihovih visina ili polumjera njihovih osnovaka. 

§ 178. Piramida i stožac. a) Piramide jednakih 
osnovaka i jednakih visina među sobom su jednake. 

Dokaz. Postavimo li dvije piramide, kojima su osnovke 
( B ) i visine («) jednake, tako da su njihove osnovke u istoj 
ravnini a, bit će međusobno jednaki njihovi presjeci svakom 
ravninom p, koja je usporedna s ravninom a. Ako je naime x 
daljina ravnine p od ravnine a, pa označimo li s P, i s P„ ploštine 
obaju presjeka, dobivamo (po § 140., b) 

P : B l = v 2 : (v — x) 2 i P: P 2 = v 2 : (v — x) 2 . 

Otud izlazi P x = P 2 . 

Po tome su zadane piramide Cavalierijeva tijela, pa stoga 
su one među sobom jednake. 

b) Svaka trostrana prizma može se razrezati na 
tri jednake trostrane piramide. 
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! u f- 
! / Z.\ 


! / Pk. 

w 


Lik ISO., a) 


3 

Lik 130., bj 


Dokaz. Zadana prizma raspada j se presjecima AB l C 
i AB G 1 na tri trostrane piramide I, II, III (lik 130., a i 
fc). Piramide II i III među - a, 

sobom su jednake, jer su _ c; 

jednake njihove osnovke, // // ? 

AA 1 G 1 =ACC V i jer imaju /< / Hl; ^ 

zajedničku visinu, t. j. oko- -^/ X. ^ / /£\ ^ 

miču spuštenu sa zajedni- j/ j A y \\ 

čkoga vrha B 1 na ravninu // z \ j/ / \\ 

ACC,A } . Piramide III i I . ^U r \ 

također su jednake, jer su ' . ' A-/ ^ / ^>C 

jednake njihove osnovke, B 

B 1 C 1 C = BGB V i jer imaju 

zajedničku visinu, t. j. oko- Lik 180> a) Lik 130-; bJ 
miču spuštenu sa zajedni¬ 
čkoga vrha A na ravninu BCC 1 B 1 . Otud izlazi, da su sve tri 
piramide među sobom jednake. 

c) Obuj am tro strane piramide jednak je trećini 
umnoška osnovke s visinom. 

Dokaz. Trostrana piramida ABGB j (lik 130., a, b) jednaka 
je trećini trostrane prizme ABCA 1 B l G x (po prethodnom poučku), 
a budući da su njihove osnovke (B) i njihove visine (rj jednake, 

bit će - obujam trostrane piramide ABGB V 

O 

d) Obujam svake piramide jednak je trećini 
umnoška osnovke s visinom. 

Dokaz. Svaka mnogostrana piramida jednaka je trostranoj 
piramidi, ako su jednake njihove osnovke i njihove visine (§ 
178., a), stoga se obujam mnogostrane piramide izračunava ta¬ 
kođer po formuli V = 

Posljedak. Obujmovi sličnih piramida odnose se kao treće 
potencije njihovih homolognih bridova. Dokaz kao u 4. posljetku 
§ 177. 

e) Obujam stošca jednak je trećini umnoška 
osnovke s visinom. 

Dokaz. Neka se pomisli, daje »-terostrana pravilna piramida 
u stošcu upisana ili oko njega opisana. Kad broj n neograničeno 
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raste, mjerni se broj ?, B n v njezina obujma neograničeno pri- 
bližuje granici 1 Bv, koja je mjerni broj za obujam stošca. 

Posljeci. 1. Obujam stošca je V=-^izr 2 v, gdje je r po¬ 
lumjer osnovke, v visina stošca. 

2. Za istostraničan valjak je V— -g-rcr 3 ]/3. 

B. Dvije piramide ili dva stošca, kojima su jednake osnovke 
(visine), odnose se kao njihove visine (osnovke). 

4. Obujmovi sličnih stožaca odnose se kao treće potencije 
njihovih visina ili polumjera njihovih osnovaka. 

§ 179 . Krnja piramida i krnj stožac. a) Krnja pira¬ 
mida jednaka je zbroju triju piramida, kojima su 
visine jednake visini krnje piramide, a njihove su 
osnovke ove: obje osnovke krnje piramide i geome¬ 
trijska sredina tih osnovaka.. 

Dokaz. Neka su B\B 1 osnovke (B>B 1 ), v visina krnje 
piramide, a x visina piramide, koja potpunjava krnju piramidu na 
piramidu. Obujam krnje piramide je 

B (v -|- x ) B x x Bv . (B — B ± ) x 

V ‘ 3 B ~ 3 ' 3 

Po poučku u § 140., b) imamo razmjer: 

B : B 1 = {v -j- x) 2 : x 2 ili J/B : J/Bj = (v -j- x): x, dakle 
(]/B — ]/Bj ) : ]/i? 1 = v : x. Otud izlazi 

r YB X _ v |/I(7 ([/B +1 /Wi) __ v (1 / m + Bj 
I /B~yw~ B — B 1 B — B\ 

S pomoću toga izraza za x dobivamo 

F _ Sv i v(VTiBi + s i) ni 

' o ”i o 

0 o 

v^; ( B+vm+Bj. 

o 

b) Izračunaj obujam krnja stošca. 

Analognim postupkom kao u § 178., e) dokazuje se, da for¬ 
mula za obujam krnje piramide također vrijedi za obujam krnja 
stošca, kojemu su osnovke B i B v visina v. 
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Ako su r i t\ polumjeri osnovaka krnja stošca, v njegova 
visina, njegov je obujam: 

F=^(^ + rri+^). 

Direktno se ta formula izvodi, kad se iz jednadžbi 


nr 2 (v - f- x ) 

= D 


i r\r l = (v J |- 


eliminira x ; x je ovdje (isto tako kao u prethodnom promatranju) 
visina stošca, koji potpunjava zadani krnji stožac na stožac. 


§ 180. Prizmatoid. Prizmatoid je jednak zbroju 
triju piramida, kojima su visine jednake visini pri¬ 
zmatoid a; osnovka jedne piramide aritmetička je 
sredina obiju osnovaka prizmatoida, a osnovke 
drugih dviju jednake su srednjem presjeku pri¬ 
zmatoida. 

Dokaz. Neka su B, B 1 i S ploštine osnovaka i srednjega 
presjeka zadanoga prizmatoida (lik 131.), v njegova visina. 

Rastavimo prizmatoid na pira¬ 
mide, kojima je zajednički vrh koja- 
god tačka 0 srednjega presjeka, a nji¬ 
hove osnovke neka su osnovke B, B 1 
prizmatoida i njegove pobočke. Pobočni 
su bridovi tih piramida dužine, koje su 
s tačke 0 potegnute do vršnih tačaka 
prizmatoida. , 

Obujmovi obiju piramida, koje 
odgovaraju osnovkama prizmatoida, 

Bv . B-, V ... Lik 131. 

jesu: —— i —L—. Piramide, kojima su 

osnovke pobočke prizmatoida, jesu trostrane; ako je koja od 
njih četverostrana, dade se ona rastaviti na dvije trostrane. Obujam 
svake takve piramide, napr. piramide ABEO. izračunava se ovako: 
ABEO : MNEO = ABE : MNE = 4:1 (§ 178, e; 3. posljedak). 

No budući da je MNEO = MNO. mora biti ABEO = 
MNO. E 

D 
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Tim se načinom dobiva: 

ABEO 4 - BEFO + ... = (.MNO -+ NPO + ...) ~ = ~ 8. 

Stoga je obujam prizmatoida: 

f -t(t A + 2S > 

Dodatak. Ako se ta formula upotrijebi za prizmu, pira¬ 
midu i krnju piramidu, dobivaju se poznati poučci o obujmo¬ 
vima tih tjelesa. 

§ 181. Kugla. Obujam kugle jednak je trećini 
umnoška njezina oplošja s polumjerom kugle. 



Prvi dokaz. Neka se pomisli, da je oko kugle opisan 
konveksni polijedar, koji ima n međašnjih ploha P v P a , ... P«, 
pa rastavimo taj polijedar na n piramida, kojima je zajednički vrh 
u središtu kugle, a kojima su osnovke međašnje plohe P,, P 2 , 
. . . P n . Obujam je toga polijedra 


V n = 




■... + P» 


Kad broj n neograničeno raste, pa se pri tom ujedno svaka 
međašnja ploha polijedra neograničeno umanjuje, zbroj P t + P 2 + 

. -\-P n približuje se neograničeno granici, koja je oplošje 

kugle, a obujam F„ granici V, koja je obujam kugle. Po tome je 


F=0.~ = • >r 

o o 



Drugi dokaz. Neka se 
kvadrat AMOA x (lik 182.), u 
kojem je potegnuta dijagonala 
OA, i kružni kvadrant (četvr¬ 
tina kruga) OA 1 M vrte oko 
osi OM, dok se ne povrate u 
svoj prvi položaj. Kvadrat će 
opisati valjak, kružni kvadrant 
polukuglu, trokut OA y A rota- 
ciono tijelo P, koje je razlika 


*) U liku 132. treba da bude kod dužine AM slovo r umjesto slova|). 
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•toga valjka i stošca, što ga kod iste vrtnje opisuje trokut OAM. 
Obujam toga rotacionoga tijela jest 

f' 2 

B = icr 2 .r — nr 2 .^- = -g- % r s , gdje je OA x =r. 

Polukugla i rotaciono tijelo B dva su Cavalierijeva tijela, 
jer ih svaka ravnina, koja je okomita na osi OM, siječe u liko¬ 
vima jednakih ploština. Ako je naime OG—x daljina takve ra¬ 
vnine od središta 0, bit će presjek polukugle krug ploštine 

7t CAP =ti (OD 2 — OC 2 ) = % (r 2 — x 2 ), a 
presjek tijela B kružni vijenac ploštine 

w ( CF 2 — CE 2 ) = « {r 2 — x 2 ). 

Otud izlazi, da je obujam polukugle jednak obujmu tijela 

4 

B, pa po tome je kuglin obujam F=-g-it r 3 . 

Dodatak. Obujmovi dviju kugala odnose se kao treće 
potencije njihovih polumjera. 

§ 182. Kuglin odsječak. Zadaća. Izračunaj obujam 
kuglina o dsj ečka. 

Rješenje. Kuglin odsječak, što ga lik CĐM (lik 132.) 
opisuje, kad se vrti oko osi OM, dok se ne povrati u svoj 
prvi položaj, jednak je rotacionomu tijelu, što ga opisuje trokut 
EFA, kad se vrti oko iste osi. Za ta dva tijela vrijedi naime 
pretpostavka Cavalierijeva osnovnoga poučka, kako je to doka¬ 
zano u § 181. Označimo li dakle visinu CM kuglinoga odsječka 
slovom v, bit će njegov obujam 

V=%r 2 v — \r 2 -f- r (r — v) -(- (r — v ) 2 ], jer je 

O 

AM == r, a EC = OG = r — v. Otud izlazi 

V — — [3 r 2 — r 2 — r (r — v ) — (r — v) 2 ~\ ili 

F=^(8 r -v) . . . (1). 

Ta formula vrijedi i za kuglin odsječak, koji je veći od 
polukugle. 

Ako je 0T> — p, bit će p 2 = y(2 r — v), jer je CD srednja 


i 
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geometrijska proporcionala između CM = v i dužine 2r— v (1. 

— 1 — 

posljedak § 96.). Otud izlazi r = — N -—, pa supstitucijom toga 
izraza za r u jednadžbi (1) dobivamo 



te±r!^S( 3p ‘ + „, 


(5). 


U računskim zadaćama o kuglinu odsječku upotrijebit će 
se jednadžba (1) ili (2), već prema tome, da li su zadane veli¬ 
čine r i v ili p i v. 

§ 188. Kugiin isječak. Zadaća. Izračunaj obujam ku- 

glina isj ečka. 

Rješenje. Prema tome, da li je kugiin isječak manji ili 
veći od polukugle, njegov je obujam V jednak zbroju ili razlici 
kuglinoga odsječka i stošca, koji pripadaju kuglinomu isječku. 

A ko je r polumjer kugle, CM= v visina kuglinoga odsječka, 
koji pripada kuglinomu isječku (lik 132.), dobivamo u prvom slučaju: 



jer je GD l = v(~žr — v ); vidi § 182. Po tome je 


F= (3 vr — v* 2r 2 — 8 vr -f v 2 ) ili 

O 

V=-^ r 'Kr' 2 v . . . (3). 

b 


U drugom slučaju dobit će se ista formula. 

Dodatak. Jednadžba (3) može se riječima ovako kazati: 
obujam kuglina odsječka jednak je obujmu stošca, ako je ploština 
njegove osnovke jednaka oplošju kalote, koja pripada kuglinomu 
isječku, i ako je njegova visina jednaka polumjeru kugle. 


§ 184. Kugiin sloj. Zadaća. Izračunaj obujam 
kuglina sloj a. 

Rj ešenj e. Kugiin sloj, što ga opisuje lik AEFD (lik 
133.), kad se vrti oko osi ON, dok se ne povrati u svoj prvi 
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položaj, jednak je rotacionomu ti¬ 
jelu, što ga opisuje trapez GLMK , 
kad se vrti oko iste osi, jer svaka K 
ravnina, koja je usporedna s osnov- c 
kama sloja, siječe oba tijela u liko¬ 
vima jednakih ploština (§ 181.), 
pa stoga su oni dva Gavalierijeva 
tijela. 

Ako su AE = p v ZtF = p 2 , EF = v, dobivamo dakle, da je 
obujam kuglina sloja 

V=icr 2 v — ~ (. EL 2 + EL . FM -f FM 2 ) ili 

O 


o 


D 


F C 

\ 

P M 

IX J 

z 


E Ab 


N 


Lik 133. 


V = ti r 2 v 


’-{x 2 -\-xy-^y' z ), 


postavivši EL — EO = x , FM= FO = y, OA — OD — r. 
Iz lika 133. razabiramo, da je 


■ Pi 2 , ž / 2 = r 2 ' 


- Pii 2 , x — y = v, 


supstituiramo li te izraze u identičnu jednadžbu 

-f- % y y M — y \ 2 

3 (x 2 + y 2 ) — i x — y ) 2 



F = J^(3 Pl 3 + 3p 2 2 + t> 2 ) ■ • . (4). 

Ako su osnovke kuglina sloja na različnim stranama sre¬ 
dišta 0 pripadne kugle, ili ako je središte 0 u jednoj osnovci, 
doći će se do iste formule kao u prethodnom slučaju. 
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Dodatak. Ako se kružni segment, koji je odsječen tetivom 
AD (lik 133.), vrti oko osi ON, opisuje on prstenasto tijelo, koje 
je jednako razlici sloja AJBOD i krnjega stošca, koji ima’osnovke 
toga sloja za svoje osnovke. Dakle je obujam toga tijela: 

V = ~ (3 Pl 13 + 3 p 9 J + v*) - (ft 2 + ft p 2 + ft, 8 ) = 
-^-(P^ + ^ + ^-Sft ft) ili . 

No budući da je (p L —p 2 ) 2 -f- « 2 = DP 2 -j- AP' 2 = AD 2 , do¬ 
bivamo V = —-V— . AD 2 . 
b 



5 U 




I. Odsječak. 


Goniometrija šiljastih kutova. Rješavanje pravo¬ 
kutnih trokuta. 

§ 185. Uvod. Planimetrija uči, kako se mogu konstruk¬ 
cijom naći nepoznate stranice i kutovi trokuta, koji je određen 
zadanim veličinama. Ako se hoće ista zadaća riješiti računskim 
načinom, treba za to novih pojmova i poučaka. Ti su novi poj¬ 
movi goniometrij ske (ili trigonometrijske) funkcije, 
a nauka o njihovim svojstvima i uzajamnim odnošajima zove se 
goniometrija. Nauka o primjeni goniometrijskih funkcija kod 
izračunavanja trokuta zove se trigonometrija. 

Za osnivače trigonometrije drže se grčki astronomi Hiparh 
iz Niceje (u 2. stoljeću pr. Is.) i Menelaj iz Aleksandrije (oko 
god. 100. pos. Is.). Oko razvoja trigonometrije stekao je ve¬ 
likih zasluga grčki astronom Ptolemej iz Aleksandrije (u 2. 
stoljeću pos. Is.). 

U Inda se također razvila trigonometrija, no bez utjecaja 
Grka. Trigonometriju Inda, a i onu Grka, rasprostranili su u 
zapadnoj Evropi Arapi; njihov astronom Albategnije (oko 
god. 900. pos. Is.) znatno je unaprijedio s 

trigonometrijsku nauku. 

§ 186. Goniometrij ske funkcije ši¬ 
ljastih kutova. Neka je (3 (lik 134.) zadan 
šiljast kut; ako se s kojihgod tačaka G, C v ... b 
njegova jednoga kraka potegnu okomice 



Lik 184. 
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na drugi, nastat će slični pravokutni trokuti ABC, A l BC\,... 
pa stoga su omjeri njihovih homolognih stranica jednaki. Na pr. 
AC-.BC = A 1 C^ \BC 1 = ■ ■ • 

Između stranica pravokutnoga trokuta AB G moguće je u svemu 

b c b „ . c a a „ , , 

šest omjera, i to: —, —, —, pa recipročni ^ • vrijednost 

svakoga od tih omjera određena je veličinom kuta p, t. j. ta je 
vrijednost funkcija*) toga kuta. Ti se omjeri zovu (istim redom, 
kojim su napisani): sinus, kosinus, tangenta, kotangenta, 
sekantaikosekanta kuta [3, a svi se zovu zajedničkim imenom 
goniometrijske (također trigonometrijske) funkcije kuta [3 
ili ukratko funkcije kuta [3, kad je izvan sumnje, da se ne 
misle kakve druge funkcije kuta (3. U znakovima pišemo ovako: 


= sin (3, 


= tg (3, 


= cotg p, 


sec p, y = cosec P- 


Iz tih definicija izlazi, da su vrijednosti goniometrijskih 
funkcija neimenovani brojevi. 

Specijalni slučajevi. 

1. Ako je p = 45°, bit će b = c i a = b ]/¥■, stoga je 


sin 45° = t=, cos 45° ■ 

]/¥ 


=, tg 45° = i, 


cotg 45° = 1, sec 45° = j/2, cosec 45° = |/2. 

2. Ako je p = 30°, bit će b — c = - "J/ 3 . (To izlazi iz 

istostranična trokuta, kojemu je stranica a, kad se potegne nje¬ 
gova visina.) Stoga je 

sin30° = y, cos 30° =-^J/ 3 ; tg30° = ^=, 


cotg 30° = ]/3~ sec 30° = cosec 30° = 


*) Kaže se naime, daje koja veličina funkcija druge promjenljive 
veličine, kad je vrijednost prve ovisna o vrijednosti druge. 
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Pripomena. Iz rezultata rt § 104. i § 106. izlazi, da je 
moguće izračunati goniometrij ske funkcije još drugih kutova. U 
§ 205. istumačit će se elementarna metoda za izračunavanje go¬ 
niometrij skih funkcija. Budući da su goniometrijske funkcije go¬ 
tovo uvijek iracionalni brojevi, izrazuju se one stim točnije, kad 
se za njih izračuna što više decimalnih mjesta; no onda se time 
oteščava množenje i dijeljenje s tim vrijednostima. Stoga se ra¬ 
dije upotrebljavaju logaritmi*) goniometrij skih funkcija, pa zato 
su se ti logaritmi izračunali i zgodno poredali u logaritamskim 
tablicama. Funkcije sekanta i kosekanta obično se ne upotre¬ 
bljavaju, stoga u tablicama nema njihovih vrijednosti ni njihovih 
logaritama. 


§ 187. Odnošaji između funkcija istoga šiljastoga kuta. 

Iz definicija goniometrij skih funkcija (§ 186.) izlazi neposredno 
da je 


C0tg(3= t^p ^ sec| 


r... 2), cosec p : 


...3); 




Iz pravokutnoga trokuta ABC (lik 134.) izlazi b 2 -j-c 2 = a 2 ; 
ako se ta jednadžba podijeli sa a 2 , onda sa c 2 i napokon sa b 2 , 
dobiva se 


(4) ! + (v) a -.(4)‘+-(T) ! .-+(T) , -(x) ! : 

Otud izlaze, kad se mjesto (sin p) 2 , (cos p) 2 ... zarad kra¬ 
tkoće piše sin 2 p, cos 2 p ..., još ove formule : 

sin 2 p'-f- cos 2 p = 1 . .. 6), 

1 -j- tg 2 p = sec 2 p ... 7), 1 -)- cotg 2 p = cosec 2 p . .. 8). 

Dodatak. S pomoću prethodnih odnošaja između gonio- 
metrijskih funkcija istoga kuta mogu se iz jedne od njih izra¬ 
čunati sve ostale. 

Na pr.: Ako je zadan sin p, dobivamo 

cos p = l/l — sin 2 P, tg p = , f m P , cotg p = 

J/ l — sm 2 p sin p 

''') Upotrebljavamo svagda dekadske logaritme goniometrijskih 
funkcija. 

Segen: Geometrija za više razrede srednjih škola. 


11 
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sec p = - 


cosec p 


sec p = -=^====, H — -i-rur ■ 

^ j/l — sin 2 P sm P 

§ 188. Odnošaji između goniometrijskili funkcija komple- 

meutnili kutova. Upotrijebimo li definicije goniometrijskili funkcija 

(§ 186.), da s pomoću stranica a, b, c (lik 134.) izrazimo gonio- 

metrijske funkcije kutaT = .R — p, dobit ćemo 


cos f = 


tg 7 =-^ = cotg p, 


cotg T = 


sec i - 


cosec p, 


u 0 

cosec y = — = sec p. 
c 


Stoga je 

sin (B — P) = cos p, cos (R — p) ■= sin p, 1 

tg {B — p) = cotg p, cotg [B — P) = tg p, . ■ • 9). 

sec (B — p) = cosec p, cosec [B — P) = sec p, J 

Ako su dakle dva kuta komplementna, funkcija 
(sinus, tangenta, sekanta) jednoga jednaka je kore- 
spondentnoj kofunkciji (kosinus, kotangenta, kose¬ 
kanta) drugoga. Nazivlja triju posljednjih funkcija možemo tu¬ 
mačiti kao kratice od complementi sinus, complementi 
tangens i complementi secans. 

Dodatak. Iz prethodnoga izlazi, da je dovoljno, ako se 
direktno izračunaju goniometrijske funkcije i njihovi logaritmi 
samo za kutove od 0 ° do 45°. Na pr. sin 60° = cos 30°, cos 60° = 
sin 30°, tg 60° = cotg 30°, cotg 60° = tg 30°; log sin 67° 18' 35" = 
log cos 22° 41' 25". 


§ 189. Mijenjanje goniometrijskili funkcija, kad kut raste 
od 0° do 90°. Kad kut p (lik 135.) raste od 0° do 90°, a dužina 



BG=a, koja je u kraku, što se vrti, ostaje 
nepromijenjena, raste također CA = b, dok se 
nasuprot BA = c umanjuje. Otud izlazi: 

Kad kut raste između 0° i 90°, po¬ 
staju njegove goniometrijske funk¬ 
cije (sinus, tangenta i sekanta) sve 


Lik 135. to veće, a njegove kofunkcije (ko- 


sinus, kotagenta i kosekanta) sve to manje. 
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Specijalni slučajevi. 

1. Za p = 0 bit će b = 0 i c = a > 0; stoga je 

sin 0 ° = 0 , cos 0 ° = 1 , tg 0 ° = 0 , secO°=l; 
cotg p i cosec p postaju neizmjerno veliki, kad bude p == 0 . 

2. Za p = 90° bit će c = 0 i b = a 0; stoga je 

sin 90°= 1, cos 90° = 0, cotg 90° =0, cosec 90°= 1; 
tgp i sec p postaju neizmjerno veliki, kad bude p = 90°. 

Dodatak. Iz definicija goniometrijskih funkcija (§ 186.), pa 
iz prethodnoga izlazi, da su sinusi i kosinusi šiljastih kutova pravi 
razlomci, nasuprot mogu tangente i kotangente tih kutova dobiti 
sve vrijednosti od 0 do oc, 

Prema tome su negativni 1. logaritmi sinusa i kosinusa svih 
šiljastih kutova, 2 . logaritmi tangenata za kutove od 0 ° do 45 ° i 
3. logaritmi kotangenata za kutove od 45° do 90°. — Negativni 
logaritmi preinačuju se vazda tako, da mantisa bude pozitivna; 
stoga će se u prethodnim slučajevima povećavati logaritmi gonio¬ 
metrijskih funkcija za 10 , pa njihove se prave vrijednosti dobivaju 
istom tada, kad se odbije 10 od vrijednosti, koje se nalaze u 
logaritamskim tablicama. Računajući s logaritmima goniometrijskih 
funkcija obično ne pišemo negativnih karakteristika — 10 , već 
ih samo držimo u pameti. 

Kako su uređene pojedine logaritamske tablice, istumačeno 
je izbliže u samim tablicama. 

§ 190 - Trigonometrijski poučci za pravokutan trokut. 

Riješiti trokut reći će iz zadanih veličina izračunati nepoznate 
mu stranice i kutove. Kod rješavanja pravokutna trokuta upo¬ 
trijebit ćemo osim poučka o zbroju trokutovih kutova i Pita- 
gorina poučka još dva trigonometrijska poučka, što izlaze ne¬ 
posredno iz definicija goniometrijskih funkcija šiljasta kuta 
(§ 186.). 

Dobivamo (lik 134.): 

1 . b = a sin p = a cos y, 
e = a sin y = a cos p, t. j. 

sv aka je kateta jednaka hipotenuzi pomnoženoj si- 
nusom kuta, koji je nasuprot toj kateti, ili kosinusom 
(šiljastoga) kuta, koji je na toj kateti. 
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2. b = c tg p = c cotg y, 
c = b tg y = b cotg p, t. j. 

svaka kateta jednaka je drugoj kateti pomnoženoj 
tangentom kuta, koji j e nasuprot prvoj kateti, ihko- 
tangentom (šiljastoga) kuta, koji je na prvoj kateti. 

§ 191 . Rješavanje pravokutna trokuta. Iz poučaka o su¬ 
kladnosti trokuta izlaze ova četiri osnovna zadatka za rješavanje 
pravokutna trokuta: 

I. Zadana je hipotenuza a i jedan šiljasti kut, 
na pr. p. 

Dobivamo 7 = 90° — P, b = a sin p, c — a cos p. 

Primjer. 

( a = 225 log u = 2-35218 

Zadano s „ 36° 40' log sin p = 9-77609 

„ on y log cos P = 9-90424 

IzZ se h%T=¥jmr - 

c = 180-48 log c = 2-25642 

II. Zadana je jedna kateta i jedan šiljasti kut, 
na pr. b i p. 

Dobivamo 7 = 90° — Pi a = s in P ’ c== ^ co ^ 

£11. Zadana je hipotenuza a i jedna kateta, na pr. b. 

Dobivamo 


sin p = i-, T = 90° - p, c = V(a-f b) (a^b). 

O 

IV. Zadane su obje katete b i c. 

Dobivamo tg P= 7 = 90®-P; hipotenuza se izra¬ 


čunava iz 


b .,. e 

« = yw+~č, no zgodnije su formule a = m « — cos p' 

Dodatak. Za ploštinuPpravokutna trokuta dobivaju se u 
navedenim zadacima ove formule. 


sin p cos P = ^- cotg P= -|-]/(« + ž) ) b ) — 2 
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§ 192. Rješavanje istokračna trokuta. 

Rješavanje istokračnoga trokuta ABC (lik 136.) A 

dade se svesti na rješavanje pravokutnoga tro- /r\ 
kuta ADB, koji postaje, kad se s vrha A istokra- J \ 
čnoga trokuta povuče visina AJD. / i. 

Otud izlazi, da je istokračan trokut određen, / 
kad su zadane dvije međusobno neovisne nje- J ^ 
o-ove sastavnine, i to: 1. osnovnica i jedan kut, 

• • n i i o ■ "11 J-ilJi loO. 

2. krak i jedan kut, 3. osnovnica i krak. 

Ako je na pr. zadana osnovnica a i kut a, dobiva se 
n n a v a, 2 a 


p = 90° 


„ . a _ av 
a: 2 sin-^r, P = 


§ 193. Zadaci o rješavanju pravilna mnogokuta. Iz 

broja n stranica i stranice s pravilna mnogokuta iz¬ 
računaj polumjer p u pravilnom 0 

mnogokutu upisane kružnice, po- A 

lumjer r oko njega opisane kru- r/ n \ \r 

žnice i ploštinu P pravilnoga mno- / f \ 

g o k u t a. 4 1 4 \A 

Rješenje. Neka jeAB = s (lik 137.) .A':- — 

stranica pravilna w-terokuta, 0 njegovo 
središte; potegnemo li 01 J_ AB, onda je 

180° 2 Jž 

OP=p, AO BO^ri^AOP^ # 

S pomoću pravokutnoga trokuta APO dobivamo: 


s 


2 R 

_ - 


2 

cotg 

n 

1 r — 

2 sin 


nsp 


ns 2 

pnfo' — 


2 


4 



II. Odsječak. 


Opeena goniometrija. 

§ 194. Dužine i kutovi kao relativne veličine, a) Ako se 

po objašnjenju u § 6. uzimaju dužine kao relativne veličine, tada 
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su dužine AB i BA protivne jednake veličine, t. j. one imaju 
jednake apsolutne veličine, no nejednake predznake. Stoga je 
AB 4 - BA = 0 i BA = — AB. 

Jesu li A, B, C tri tačke pravca, u kojem je ustanovljen 
pozitivni smjer, tada postoji jednadžba: 

AB = AC+ CB. 

Desna strana te jednadžbe kazuje naime, da se tačka miče 
od A do G, pa onda od G do B, te tako je nakon micanja nje¬ 
zina daljina od A jednaka AB, a to također zahtijeva lijeva 
strana jednadžbe. 

b) Ako su a, b dvije zrake sa zajedničkom krajnjom tačkom, 
mogu se (po objašnjenju u § 7 .) kutovi (ab) i ( ba ) uzeti kao 
protivne veličine; njihove su apsolutne vrijednosti jednake, no 
predznaci su im nejednaki. Stoga je 

(ab) -|- (ba) — 0 i (5 a) = — (ab). 

Jesu li u ravnini tri zrake a, b, c sa zajedničkom krajnjom 
tačkom, tada postoji jednadžba: 

(ab) = (ac) -j- (cb). 

Dokazuje se analogno kao pod a) u ovom §. 

Dodatak. Imademo li pozitivan kut (ab), tada je ujedno 
zadan negativni kut, kojemu je a također prvi krak, b drugi; 
prvi kut postaje pozitivnom vrtnjom kraka a, drugi negativnom 
vrtnjom kraka a, no međusobni položaj krakova tih kutova posve 
je isti, pa se oba kuta razlikuju samo u načinu svoga postajanja. 
Po tome ostaju valjane jednadžbe pod a) i b), ako u njima iz¬ 
mijenimo na pr. pozitivni kut (ab) negativnim kutom (ab), ili 
obrnuto; isto vrijedi za kutove (ac) i (cb). 

Obično se pomišlja, da zadan kut postaje najmanjom vrt¬ 
njom u pozitivnom smislu, ili vrtnjom, kojom se opisuje konkavni 
(odnosno spruženi) kut, i to u pozitivnom ili negativnom s mi slu. 

§ 195. Pravokutni koorđinatiii sustav. Uzmimo u ravnini 
dva međusobno okomita pravca X x X i Y y Y\ tačka 0 neka je 
njihovo sjecište. Ustanovimo, da je u prvom pravcu smjer od X x 
prema X pozitivan, u drugom smjer od Kj prema Y pozitivan. 
Da odredimo položaj neke tačke M ove ravnine, potegnimo 
s tačke M na X x X okomicu MP, pa na Y X Y okomicu MQ. 
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Dužina. OP ili s njom jednaka du¬ 
žina QM jest pozitivna ili negativna prema 
tome, da li je smjer od 0 prema P, 
dakle također od Q prema M, pozitivan 
ili negativan (§ 6 .). Isto tako je dužina 
OQ ili s njom jednaka dužina PM po¬ 
zitivna ili negativna prema tome, da li 
je smjer od 0 prema Q, dakle također 
od P prema M, pozitivan ili negativan. 

Dužina OP ili dužina QM zove se apscisa tačke M, pa 
se označuje obično slovom x\ dužina ili dužina PM. zove 
se ordinata tačke M, pa se obično označuje slovom y. 

Dužine x i y ili također njihovi mjerni brojevi zovu se 
koordinate tačke M. 

Pravac X x X zove se ap sci sna os ili os x, pravac Y X Y 
orđinatna os ili os y, obje se osi zovu zajedničkim imenom 
koordinatne osi, pa se kaže, da one ustanovljuju pravo¬ 
kutni koordinatni sustav. Tačka 0 zove se ishodište koor¬ 
dinata ili koordinatnoga sustava. 

Koordinatne osi dijele ravninu na četiri dijela, koii se 
redom, kako je to naznačeno u 138. liku, zovu prvi, drugi, 
treći i četvrti kvadrant. Apscise su x pozitivne za tačke 
prvoga i četvrtoga kvadranta, negativne za tačke drugoga i tre¬ 
ćega kvadranta. Ordinate su y pozitivne za tačke prvoga i dru¬ 
goga kvadranta, negativne za tačke trećega i četvrtoga kvadranta. 

Iz prethodnih objašnjenja izlazi, da svakoj tački ravnine 
pripadaju posve određene koordinate. 

Zadanim koordinatama x, y ili njihovim mjernim brojevima 
odgovara samo jedna tačka ravnine. 

Da se o tom uvjerimo, treba na apscisnu os nanijeti OP=x, 
u tački P nacrtati okomicu na tu os, pa na tu okomicu nani¬ 
jeti dužinu PM === y ; M je pripađna tačka. 

Svakoj tački apscisne osi pripada ordinata y = 0; svakoj 
tački orđinatne osi pripada apscisa x = 0 ; ishodištu 0 pripadaju 
koordinate x = 0 , y = 0 . 

§ 196. Općene definicije goniometrijskih funkcija. Uzmimo 
pravokutan koordinatni sustav, pa pomislimo, da se zraka vrti 
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Y u ravnini oko ishodišta 0 od položaja 

OX do položaja OS (lik 139.). Za kut 
AfSf XOS, koji time postaje, kaže se da je u 

i 1-, 2., 3. ili 4. kvadrantu, već prema 

X, o' r ' ' p /> x tome, da li je krak OS u 1., 2., 3. ili 

4. kvadrantu. No bez obzira na položaj 
Y, kuta u koordinatnom sustavu kaže se: 

Lik 139. »kut a je u 1., 2., 3. ili 4. kvadrantu", 

već prema tome, da li je 0 < a ■< B, 
iž<a<2iž, 2 iž < a < 3 i? ili 3iž<a<4iJ. 

Da se ustanove takove definicije goniometrijskih funkcija, 
koje će vrijediti za po volji velik kut XOS — a i kojima će se 
ujedno raširiti definicije u § 186., što vrijede za šiljaste kutove, 
uzmimo u drugom kraku OS kojugod tačku M, pa odredimo nje¬ 
zine koordinate OP = x i PM=y. Dužina OM=r zove se 
provodnica (radij vektor) tačke M i uzimat će se svagda kao 
pozitivna dužina. 

Između stranica pravokutnoga trokuta OPM moguće je šest 
omjera, pa njihove su vrijednosti ovisne samo o veličini kuta a, a 
ne o veličini provodnice OM-, uzmemo li naime drugu tačku M x 
traka OS (izuzeta je jedino tačka 0 ), tada je 

A OPM sa OP 1 M v te stoga je PM: OM = P^M : : 0M V i t. d. 

Omjeri i recipročni —, —, —, gdje treba uzeti 

x i y s njihovim predznacima, zovu se (istim redom): sinus, 
kosinus, tangenta, kotangenta, sekanta, kosekanta 
kuta XOS~ a; u znakovima pišemo ovako: 

y . x y 

— = sm a,— = cos a, — = tg a, 

r r x 

x , r r 

— =cotga,— = sec a, —= cosec a. 

y X y 

Po sijeci. 1. Goniometrijskim funkcijama kutova poje¬ 
dinih kvadranata pripadaju ovi predznaci: 
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Funkcija 


Kvadrant 


I. . 

n. 

III. IV. 

sinus i kosekanta 

+ 

+ 

— — 

kosinus i sekanta 

+ 

— 

- + 

tangenta i kotangenta 

+ 

— 

+ . — 


2. Apsolutne vrijednosti i predznaci goniometrijskih funk¬ 
cija ovisni su samo o međusobnom položaju obaju krakova OX 
i OS kuta XOS , a ne o tom, da li je taj kut postao pozitivnom 
ili negativnom vrtnjom zrake OX. (Isporedi § 194., dodatak.) 

Primjer. Ako je x = — 1, y = -j- 1, dakle r = ]/2 i 
a == 135°, onda izlazi 

„ 1 1 

sin 135°= y-, cos 135° = — =p==, tg 135° = cotg 135° = — 1, 
sec 135° = —]/2, cosec 135° = ]/2. 


Dodatak. Iz definicije kosinusa izlazi neposredno ovaj 
poučak: Ako se dužina projicira na pravac, projek¬ 
cija je jednaka umnošku dužine s kosinu som kuta, 
što ga čine pozitivni smjer pravca, u kojem je du¬ 


žina, s pozitivnim smjerom 
pravca, na koji se proji¬ 
cira. 

Jesu li X x X, S X S (lik 140.) 
dva pravca, u kojima su smje¬ 
rovi od X } prema X, od S 1 
prema S pozitivni, tada je 



Y Tsr„ 


"?5 

G V, 



0 P R, T, X 
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V, 


Lik 140. 


XOS == a kut, što ga čine pozitivni smjerovi obaju pravaca. 


Ako se projicira dužina OM na X, A’, tada je OP: OM = 


cos a, dakle OP = OM cos a. 


Miče li se dužina OM pravcem S 1 S, ne će se time mijenjati 
veličina njezine projekcije. Ako je dakle OM=RT=UV, onda je 
OP= R 1 T 1 =U 1 V 1 , dakle P 1 T 1 RT cos a, U l V l = VV cos a. 

Dužini TR pripada projekcija a kako je TR = — RT 

1 PjR 1 ==—A 7\, mora biti 'J\ A, = TR cos a. 
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§ 197. (irafično predočenje goniometrijskili funkcija. 

Budući da se sekanta i kosekanta gotovo nikad ne upotre¬ 
bljavaju, promatrat ćemo odsada samo ostale četiri goniometrijske 
funkcije. 

a) Ako je u liku 139. provo- 
dnica r = 1 , onda je sin a = y, 
cosa = a:, no u tim jednadžbama 
ne znače x i y dužine OP i PM , 
već njihove mjerne brojeve s obzi¬ 
rom na dužinu r, koja je uzeta za 
jedinicu. 

Nacrtamo li dakle polumje¬ 
rom 1 kružnicu, kojoj je sre¬ 
dište vrh 0 (lik 141.) kuta AOB lr 
pa uzmemo li prvi krak OA toga 
kuta za pozitivnu zraku apscisne 
osi, onda je mjerni broj ordinate P X M X tačke M 1 sinus kuta 
AOB x , a mjerni broj apscise OP x kosinus toga kuta. (U tački M y 
siječe drugi krak OB x nacrtanu kružnicu.) 

Isto tako se postupa, ako je zadani kut u kojem drugom 
kvadrantu; na pr. P 2 M 2 = sin AOB, 2 , OP 2 = cos AOB 2 . 



i) Ako je x=l, bit će tg a — y. Nacrtajmo dakle polumje¬ 
rom 1 kružnicu, kojoj je središte vrli 0 kuta A 0B 1 (lik 142.), i 

.p tangentu r L\T te kružnice u tački 

r P, u kojoj OA siječe kružnicu ; 



ako se uzme, da je smjer od T x 
prema T pozitivan, onda je mjerni 
broj dužine PM X tangenta kuta 
AOB r Isto se tako postupa, ako 
je zadani kut u četvrtom kva¬ 
drantu, na pr. AOB x \ njegova 
je tangenta mjerni broj dužine 
PM X . Da se grafično predoči tan¬ 
genta kuta, koji je u 2. ili 3. 
kvadrantu, na pr. kuta AOB 2 ili 
AOB s , treba krak OB 2 , odnosno 
0B S , produžiti preko 0, dok 
siječe T X T u Jf 2 , odnosno M s . 


Lik 142. 
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Dobivamo na pr. 


tg AOB, 


OQ 


- pm 2 

- OP 


PMg PM, 
OP 1 “ 


pm 2 . 


c) Ako je y= 1, bit će cotg c/. = x. 


Uzmemo li dakle, da 
je OP— i (lik 143.), dobit 
ćemo analognim postupkom 
kao pod b), da su mjerni 
brojevi dužina PM V PM 2 , 
PM S , PM i kotangente ku¬ 
tova AOB t , AOB 2 , AOB s , 
AOB 

Na pr. 

cotg AOB, = jp( = 

-OQs = -fm, 

— Q s M a — OP 



§ 198. Mijenjanje goniometrijskili funkcija, kad kut raste 
od 0° do 360°. 

a) Vrijednosti sinusa i kosinusa (lik 141.). 

1. Što je manji kut a, to je manji njegov sinus, a njegov se 
kosinus približuje granici 1; bude li a = 0°, bit će sin 0° = 0, 
cos 0° = —)— 1. 

2. Raste li kut a od 0° do 90°, sinus i kosinus su pozitivni, 
te sinus raste, kosinus nasuprot biva manji; kad je a. == 90°, 
bit će sin 90° = —|— 1, cos 90° = 0. 

3. Raste li kut a od 90° do 180°, njegov je sinus pozi¬ 
tivan i biva manji, kosinus je nasuprot negativan i njegova 
apsolutna vrijednost raste. Bude li a=180°, bit će sin 180° = 0, 
cos 180° = —1. 

4. Kad kut a raste od 180° do 270°, sinus i kosinus su ne¬ 
gativni, no apsolutna vrijednost sinusa raste, a apsolutna vrijednost 

kosinusa biva nasuprot manja. Za a = 270° jest sin 270°=_1. 

cos 270° = 0. 

5. Kad kut a raste od 270° do 360°, sinus je negativan i 
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njegova apsolutna vrijednost biva manja, kosinus je pozitivan i 
raste. Bude li a = 360°, onda je sin 360° = 0, cos 360 

Po tome su sinus i kosinus uvijek između gra¬ 
nica —j— 1 i — 1 . 

b) Vrijednosti tangente (lik 142.). 

1 . Što je manji kut a, to je manja njegova tangenta; 
tg 0 ° = 0 . 

2. Kad kut a raste od 0° do 90°, njegova je tangenta po¬ 
zitivna i raste; kad kut a dospije do 90°, postaje apsolutna vri¬ 
jednost njegove tangente neizmjerno velika. 

3. Raste li kut a od 90° do 180°, njegova je tangenta nega¬ 
tivna i njezina apsolutna vrijednost biva manja. Kad je a = 180 , 
bit će tg 180° = 0 . 

4. Raste li kut od 180° do 270°, njegova je tangenta po¬ 
zitivna i raste; kad kut a dospije do 270°, postaje apsolutna 
vrijednost tangente neizmjerno velika. 

5. Raste li kut a od 270° do 360°, njegova je tangenta ne¬ 
gativna i njezina apsolutna vrijednost biva manja; bude li a = 360°, 
onda je tg 360° = 0 . 

Po tome može tangenta primati sve moguće re¬ 
alne vrij ednosti. 

Kod 90° i 270° prelazi tangenta od -|- oo na oo. 

Raste li naime kut, koji je manji od 90°, i približuje li se 
neograničeno kutu od 90°, njegova tangenta ostaje pozitivna 
i raste neograničeno; u tom je slučaju -f oo granica tangente. 
Ako se nasuprot kut, koji je veći od 90°, umanjuje i neprestano 
približuje kutu od 90°, njegova tangenta ostaje negativna i apso¬ 
lutna njezina vrijednost raste neograničeno; u tom je slučaju 
— oo granica tangente. Stoga se piše: tg 90° = ± °o. 

Iz posve analognih razloga piše se također: tg 270° = ± °°- 

c) Vrijednosti kotangente (lik 143.). 

1 . Što je manji kut a, to je veća njegova kotangenta; kad 
je a = 0 °, postaje apsolutna vrijednost njegove kotangente neiz¬ 
mjerno velika. 

.2. Raste li kut a od 0° do 90°, kotangenta je pozitivna i 
biva manja; cotg 90° = 0. 


3. Raste li kut a od 90° do 180°, kotangenta je negativna 
i njezina apsolutna vrijednost raste; kad je a — 180°, postaje 
apsolutna vrijednost kotangente neizmjerno velika. 

4. Kad kut a raste od 180° do 270°, kotangenta je pozitivna 
i biva manja; za a = 270° imamo cotg 270° = 0. 

5. Raste li kut a od 270° do 360°, kotangenta je negativna 
i njezina apsolutna vrijednost raste; kad je a = 360°, postaje 
apsolutna vrijednost kotangente neizmjerno velika. 

Po tome može kotangenta primati sve moguće 
realne vrijednosti. 

Kod 180° i 360° (ili 0°) prelazi kotangenta od — oo na -j- oo, 
pa analognim promatranjem kao pod b) razabiramo, da možemo 
pisati: cotg 180°= T oo, cotg 360° ili cotg 0°= T oo. 

Dodaci. Odnošaji između goniometrijskih funkcija istoga 
šiljastoga kuta, što su navedeni u § 187., vrijede i tada, kad se 
uzme kakogod velik kut. To izlazi iz općenili definicija goniome- 
trijskih funkcija (§ 196.). No treba li iz zadane goniometrijske 
funkcije izračunati ostale goniometrijske funkcije istoga kuta, morat 
ćemo predznake dobivenih kvadratnih korijena odrediti prema 
kvadrantu, u kojem je kut. 

Na pr.: Iz eos 300° =izlazi sin 300° = —i-]/3, jer je 

sinus negativan za kutove u četvrtom kvadrantu. Sinusom i ko- 
sinusom kuta određene su posve izvjesno njegove ostale funkcije. 

§ 199. Odnošaji između funkcija jednakih protivnih ku¬ 
tova. Jednaki protivni kutovi postaju, kad se zraka od svoga po¬ 
četnoga položaja OX (lik 144.) vrti za kut 
iste apsolutne veličine, i to jedamput u 
pozitivnom smislu do položaja OS, drugi 
put u negativnom smislu do položaja OS 1 . 

Ako je dakle XOS = a, tada je XOS i = — a. 

Odmjerimo li na OS i OS ± dužine 
OM i OM v koje su jednake jedinici za mje¬ 
renje dužina, tada je apscisna os X x X si- 
metrala dužine MM V Otud izlazi 

sin a = PM, sin (— a) = PM l - — PM, a 
cos a = OP, cos (— a) = OP ; stoga je 
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sin (— a) = — sin a, cos (— a) = cos a; i 
otud izlazi dijeljenjem l 10 ). 

tg(— a) = — tga, cotg(— a)= — cotga J 

§ 200. Kutovi, kojima su istoimene funkcije iste apso¬ 
lutne vrijednosti. Ako se zadaje kut, onda je izvjesno određena 
v s svaka njegova goniometrijska funk- 

_ -Jlp' ci j a i no obrnuto ne vrijedi. Zadanoj 

p 3 p, goniometrijskoj funkciji pripada ne- 
X ' j I s izmjerno mnogo kutova, no oni su 

V u takvom odnošaju, daše s pomoću je- 

K ' dnoga od njih mogu odrediti svi ostali. 

Lik 145. a ) Izvodi li krak OS kuta XOS = a 

(lik 144.) kolikogod potpunih vrtnja u 
pozitivnom ili negativnom smislu, tada on nakon svake potpune 
vrtnje ponovo dospijeva u položaj OS; stoga su goniometrijske 
funkcije tih kutova jednake istoimenim goniometrijskim funkci¬ 
jama kuta XOS. Po tome je 

sin (a ±, 4 n B) = sin a, cos (a ± 4 n B) = cos a, 

tg{a ± 4 n B) = tg a, cotg (a ± 4 n B) — cotg a. 

Do daha k. Kaže se, da su goniometrijske funkcije perio¬ 
dične funkcije kuta, jer se njihove vrijednosti istim redom 
ponavljaju iza svake potpune vrtnje drugoga kraka. 

b) Neka je XOS l =a. (lik 145.) pozitivan šiljast kut, pa 
neka je dužina OM ly koja je u drugom kraku OS v jednaka 
jedinici za mjerenje dužina. U ostala tri kvadranta bit će tri 
tačke M 2 , M s i M v kojima su koordinate istih apsolutnih vri¬ 
jednosti kao što koordinate tačke M v 

Potegnemo li tim tačkama zrake 0S 2 , OS s i OS iy tada su 
trokuti OI\M v OP 2 M 2 , OP 2 M 3 i OP L M, među sobom sukladni, 
pa stoga je OM 1 = OM, = OM 3 = OM^ a 

XOS 2 = 2 B - a, XON s = 2JŽ + «, XOS i = iB - a. 

Otud izlazi (s pomoću definicija u § 196.): 

sin (2 B — a) = sin a, cos (2 B — a) = — cos a, 

tg (2 -R — a) = — tg a, cotg (2 .ft—a) = —cotga; ■ 

sin (2 B -)- a) = — sin a, cos (2 B -\- a) = — cos a, ‘" I’ 

tg (2 B -j- a) = tg a, cotg (2 B a) = cotg a; 


sin (2 B -)- a) = — sii 
tg (2 B -(- a) = tg a, 
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sin (4 i? — a) = — sin a, " cos (4 B — a) =? cos a, 
tg (4 B — a) = — tg a, cotg (4 B — a) = — cotg a. 

Te se formule upotrebljavaju, da goniometrijske funkcije 
tupih i konveksnih kutova izrazimo goniometrijskim funkcijama 
šiljastih kutova; one se mogu riječima kazati ovako: 

Istoimene goniometrijske funkcije kutova 
a, HB — a, 2-R-j-a i 4-i? — a iste su apsolutne vrije¬ 
dnosti; njihovi su predznaci određeni kvadrantom, 
kojemu pripada kut (isporedi skrižaljku u § 196.). Na pr.: 

sin 150° = sin30° = cos 150° = —cos30° = —^-j/3, i t. d. 

I — 1 

sin 240° = — sin 60° = — ]/ 3, cos 240° = — cos 60° = — i t. d. 

§ 201. Funkcije zbroja ili 
razlike dvaju kutova, a) Formule 
sin (i? — a) = cos a i cos (i? — a) = 
sina, koje po §A 88 . vrijede za ši¬ 
ljaste kutove, ostaju valjane, kad 
je a pozitivan ili negativan kakogod 
velik kut. 

Neka je XOA = ( xa ) = a (lik 
146.) po volji uzet kut, OM= 1, 

MP ± X t X, MQ 1 7 1 Y. Tada je 

sina = PM = OQ, no po dodatku u § 196. imamo 
OQ — OM cos (ya), gdje je YOA označen sa (ya) ; stoga je 
sin a = cos ( ya ), jer je OM = 1. 

Budući da je (y a) = (y x) - 1- \x a) = (x a) — (x y) — a — B 
(§ 194., b), a cos (a — B) — cos (B — a) (§ 199.), dobivamo 
sin a = cos (B — a). 

Ak o se postavi a = B — 3, izlazi otud sin (B — (3) = cos p, 
gdje je p po volji uzet kut, pa se on može također označiti s a; 
po tome imamo 

cos a = sin (B — a). 

b) Jesu li (likovi 147., a, b) XOA = (pc a) = a i XOB = [x b) 
= p dva po volji uzeta kuta, tada je 

(xb) (ba ) = ( x a),” dakle (ba) = (xa) —■ {xb) = a. — p. 



Lik 146. 
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onda je 

0M 1 = OP • + (§ 194., a) .. . (1), 

a OP= cos a, PM = sin a; 
no budući da je (po dodatku u § 196.) 

OM x = OM cos (&a) = cos (a — p), 

OPj = OP cos (xb) = cos a cos p, 

Pj Mj = PM cos (y b ) = sin a sin p, 
jer iz (?/&) = (ya;) -)- ( xb ) = {xb) — (xy) = p — R izlazi 
cos (y b) = cos (p — P) = cos (P — p) = sin p, 
stoga dobivamo iz jednadžbe ( 1 ) 

cos (a — p) = cos a cos p -|- sin a sin P ... ( 2 ). 

Ta jednadžba prelazi supstitucijom p ==— p, u 
cos (a -j- Pj) = cos a cos p x — sin a sin Pj . . . (3). 

Supstitucijom a = P — a x izlazi iz tih jednadžbi 
cos [P — (otj + p)] = cos (P — ocj) cos p -|- sin (P — 04 ) sin p, 
cos [P — (a 3 — p i )] = cos (P — a,) cos p 3 — sin (P — a x ) sin p 3 
ili s obzirom na a) u ovom § 

sin (a 3 —)— p) = sin a 3 cos p -j- cos a 3 sin p . . . (4), 

sin (a 3 — p 3 ) = sin a 3 cos p t — cos a 3 sin p, . . . (5). 

Jednadžbe (2) do (5) općeno su valjane, jer možemo vrijednosti 
kutova a i p, dakle također kutova a 3 i P 3 , uzeti po volji bez 
ikakva ograničenja; stoga ne trebamo razlikovati a 3 od a ni P 3 
od p, pa po tome imamo 


sin (a ± P) = sin a cos p ± cos a sin'p . . . 12 ), 
cos (a ± P) = cos a cos p T sin a sin p . . . 13). 
Iz tih jeđnažbi dobivamo dijeljenjem 


tg (« ± P) 


s in (a P P) sina cosp ± cos a sinp 

cos(a i P) cos a cosp p sina sinp’ 


co to- (a ± P) = c os ( g ± P) = cos a cosp T sina sinp 
& 1 31 ' sin (a + p) sina cosp ± cos a sinp’ 


a podijelimo li brojnik i nazivnik razlomka, što je u prvoj je¬ 
dnadžbi, umnoškom cos a cosp, brojnik i nazivnik razlomka, što 
je u drugoj jednadžbi, umnoškom sin a sin p, dobivamo 


tg ( a + P) 


cotg (a ± p) = 


_ tga + tgp 
1 ^ tg a tg p 

cotg M cotg P T 1 
cotg p ±_ cotg a 


14) , 

15) . 


§ 202. Funkcije dvostrukoga kuta. Supstitucijom p =« 
dobivamo iz jednadžbi 12 ) do 15) 

sin 2 a = 2 sin a cos a . . . 16), 

cos 2 a = cos 2 a — sin 2 a . . . 17), 


tg 2 a = 

2 tg a 

■ 18), 

1 tg 2 a ' ' 

rnfo’ 2 ci — 

cotg 2 a — 1 

19). 


2 cotg a 


Dodatak. Postavimo li u formulama 16) i 17) 2a==p, dakle 

„ a ... 

pa pišemo Ii a umjesto p, dobivamo 


,, . a a 
sm a = 2 sin cos - ) 


9 a . „ a 

cos a = cos- -sin 2 —. 

ži 9 

§ 203. Funkcije polovine kuta. 

Iz 1 = cos- a -|- sin 2 a i cos 2 a = cos 2 a — sin 2 a izlazi odbi¬ 
janjem i zbrajanjem 


1 cos 2 a -— 2 sin 2 a i i -|— cos 2 a = 2 cos 2 a, dakle 
Segen: Geometrija za više razrede srednjih škola. 


12 
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sin a = ± 


— cos 2 a 


i cosa = ± 


cos 2 a 


Postavimo li 2a = p i pišemo li a umjesto p, dobivamo 
sin | = ± ■ ■ • *». 

cos i = ± ]/L+»E • . . 21). 

Otud izlazi dijeljenjem 

tg A - ± P'ppH” • 22 >- 

4 " 1 + cos a 

cotg 4 - ± l/r+vsv ... 33). 

^ f 1 — cos a 

.. a 

Ako je a tup kut, tada su pozitivne sve funkcije kuta ^ 


a 

ako je on konveksan, tada je pozitivan samo sin y (i cosec g J- 


§ 204. Preinačivanje zbroja ili razlike goniometrijskili 
funkcija u umnoške. 

a) Iz formula 12) i 13) dobivamo 

sin (a + p) + sin (a — p) = 2 sin a cos p, 
sin (a + P) — sin (a — p) = 2 cos a sin (3, 
cos (a + P) + cos (a — p) = 2 cos a cos p, 
cos (a + P) - cos.(a - p) = - 2 sin a sin p. 

Ako se u tim jednadžbama postavi a + P = T i a — p = 8 , 

dakle a = * P —~Až! ’ izl az i 

Y —1— 3 T 8 0 A1 

sin-/ + sin 3 = 2 sm cos —j- • • • ^), 

Y -p 8 • T ^ 

sin -/ - sin 8 = 2 cos ^ sm ^ ... b 

Y -j- 3 T 8 

cos y + cos 8 = 2 cos—g— cos ^ ... - 

. y 4- 8 . T — § 

cos -/ — cos 8 = — 2 sm ^ sm ^ 


27). 
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b) sin y ~p cos 8 = sin -/ -j- sin (B — 8 ) •= 

. iž-p? — 8 T + S — 7? 

2 sm-- cos AJ—_-. 

, sin y — sin 8 , y — 8 

^ co »t ' +čo 8 8 • • ■ 28 >- 

cl) Ako je a ~p (3 -j- -/ = 2 Iž, dobivamo 


sin a -p sin (3 -j- sin -/ = 2 sin 


+ P a — 

-p cos “ 0 ) 


--(-2 sin cos -X-= 


„ y a — 3 , a + B T 
2 cos 9 cos —^ + 2 cos—cos -i- 


2 cos (cos + cos ), dakle 

sina -)- sinp -f sin-/ = 4cos -^-cos-^-cos-|- . . . 29). 

Prethodne i slične formule upotrebljavamo, kad hoćemo s po¬ 
moću logaritama izvesti neke goniometrijske ili trigonometrijske 
račune. 

§ 205. Izračunavanje goniometrijskili funkcija. Iz § 200. 
izlazi, da se mogu goniometrijske funkcije , po volji velika kuta 
izraziti funkcijama šiljasta kuta; no budući da je svaka funkcija 
šiljasta kuta, koji je između 45° i 90°, jednaka korespondentnoj 
kofunkciji komplementnoga kuta (koji je F 

između 0° i 45°), bit će dovoljno, ako se 
direktno izračun aju sinusi i kosinusi ku- 
tova od 0° do 45°, jer se iz tih funkcija \\ 

dadu izračunati ostale funkcije. 0 _ I , 

Ovdje će se samo naznačiti po¬ 
stupak, kojim bi se mogli izračunati si- 148, 

nusi i kosinusi kutova oci 0° do 45°, jer viša matematika uči 
mnogo boljih metoda za njihovo izračunavanje. 

Neka je AOB — a (lik 148.) šiljast kut i 06'— OD = 1 . 
Potegnemo li DD _j_ OA i CF J_ 0^4, tada je ED = sin a, 
CF = tg a i CD = are a. 

Dalje je A OCD < sektora OCD < A OCF ., dakle 


OC.ED 

2 


OC. CD 


OC.CF 


; stoga je 


sin a < are a < tg p . 
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Uzmemo li a=l', tada je are 6-000290 8882 .., 

1 _ cos U < 0-000 000 0423 ... (po 3) i 
are U — sin U < 0-000 000 000 0123 ... (po 4). 
Računamo li dakle na 7 decimalnih mjesta, imat ćemo pii- 
bližno cos 1 / = 1 i sin t / = 0'000 2909. 

Ako je a<( U, možemo umjesto sina stim većma uzeti are a. 
Po tome je približno: sin 1" = are 1" = O'OOO 004 848 . . ., 
sin 2" — 2 sin 1", sin3" = 3 sini", sin4" = 4 sin4" i t. d. 

S pomoću formula za sin 2 a i cos 2 a izračunat će se sinusi 
i kosinusi kutova 2', 4', 8 ',.... pa s pomoću formula za sin (a -j- (3) 
i CO s(a + P) izračunat će se iste funkcije ostalih kutova do 60'. Iz 
sini 0 i cosl 0 nalazimo istim postupkom sinuse i kosinuse svih 
kutova do 45°. 


§ 206. Goniometrijske jednadžbe. Odredbene jednadžbe, 
koje sadržavaju goniometrijske funkcije nepoznatih kutova, zovu 
se goniometrijske jednadžbe. Ako se u jednadžbi nalazi 
samo jedna funkcija nepoznata kuta, - određuje se njezina vri¬ 
jednost po metodama, koje uči algebra; nalaze li se u jednadžbi 
različne funkcije nepoznata kuta, tada će se one redovno izraziti 


181 


s pomoću jedne funkcije toga kuta, pa zatim ćemo riješiti je¬ 
dnadžbu po toj funkciji. Isto se tako postupa, kad je više ne¬ 
poznatih kutova. 

Primjeri, a) cos* = tg*. 

Ako se ta jednadžba pomnoži sa cos*, dobiva se 
cos 2 * = sin* ili 1 — sin 2 * = sin*, dakle 
sin 2 * — sin* — 1. Otud izlazi 


Vi 

- 7 ‘ —— ‘_ 


: 0-61803, log sin* == 9-79101; dakle 


. Xl = 38° 10' 22", * 2 = 2 R — x v 
Raširimo li pojam kuta, pa uvedemo li kutove, koji su veći 
od 4iž, i negativne kutove, tada imamo ova općena rješenja: 

* = *j ±4 nR i x = x 2 ±. &nR, gdje je n = 0 ili kojigod 
cijeli broj. Redovno se ipak uzimaju samo pozitivni kutovi, koji 
su u prva četiri kvadranta. 
b) a sin* + b cos* = c. 

Otud dobivamo bcosx — c — a sin*; ako se kvađrira. ta 
jednadžba, pa onda umjesto cos 2 * umetne i — sin 2 *, dobiva se 
kvadratna jednadžba za sin*; njezini su korijeni 

ac ± b V u 2 + b 2 — c 2 
sm x — -- 

Za sin* dobivaju se dakle dvije vrijednosti, od kojih-ipak 
samo jedna pripada zadanoj jednadžbi, jer se navedenim postup¬ 
kom dobiva isti rezultat također iz jednadžbe »sin*— b cos *=c. 
Treba dakle još ispitati, koja od obiju vrijednosti pripada jednoj 
jednadžbi, a koja drugoj. Zgodnije se rješava zadana jednažba, 
kad se upotrijebi pomoćni kut. 

b c 

Svede li se zadana jednadžba na oblik sin* d— cos* = —, 

'a a 

pa odredi li se pomoćni kut cp tako, da je tg <p = —, onda iz 

Cl 

c 

sin * 4- tg © cos * = — ili iz 
11 a 

sin* cos cc -j- cos* sinip = — coscp izlazi 


sin (* -j- <p) = — cos cp, 
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Otud se izračunava x-\-y, dakle također x, jer je već određen 
kut tp. 

c) sina: -|- cos y = a, cosx -|- sin y = b. 

Iz tih jednadžbi izlazi 

(i a — sina:) = cos?/, (6 — cos a:) = sin?/, dakle 
(a — sin x) 2 + (6 — cos x ) 2 = 1 , jer je cos 2 y 4- sin 2 y = 1 . 
Otud se dobiva 

17 a 2 -(- b' 2 

a sm x -j- b cos x = —^—. 

Time je zadatak sveden na slučaj pod b). 
đ) x-\-y = a., cos a;-j-cos y = b. 

Iz druge se jednadžbe dobiva 

x-\-y x — y 7 x —y 7 „ a 

2 cos —cos —— b , pa otud izlazi cos —~ == b : 2 cos ^ . 

Može se dakle izračunati x — y, a budući da je x-\-y = a, 
moći će se također izračunati x i y. 

Dodatak. Zadatak je moguć, ako je apsolutna vrijednost 
broja b manja od 2 cos ^ . 


, sina; 

e) x-\-y — a., —— = m . 

y 1 J sm y 

Iz druge jednadžbe dobivamo 

sina: sina: — sin y . 

— - 1 =-;-- = m — 1 


analognim postupkom dobivamo također 

sina; -4- sinw . , ... . 

-n-- =m 4- 1; dakle ie 

sm y 1 J 

sina; — sinw m — 1 „, . . , . aA . 7 

--=—j-=-=- 1 — 3 -. Otud izlazi (8 204., a ) 

sina; sm y m -j- 1 

x-~ JL _ m- _l * 

° 2 m -f 1 8 2 ^ J 


/JQ _ 

Iz te se jednadžbe dobiva — 0) —, dakle također * i ^ kao u d). 

Katkad je zgodnije uvesti pomoćni kut tp s pomoću jednadžbe 
tg <p = m\ onda je 
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m — 1._ tgcp — 1 

m -f- 1 tgcp -f-1 


tg tp — tg 45° 

1 -j— tg tp tg45° 


= .tg (tp — 45°), 


dakle tg = tg(tp — 45°). tg ^ . . . (2). 


Otud se dobiva : —^ J i t. d. 

Dodatak. U tom zadatku mora biti a^2R; jer uzmemo 

sin cc 

li a = 2 R, bilo bi x4-y = %R, dakle --= 1 (jer tada su 

x iy suplementni kutovi), pa kad bismo ujedno imali m = 1, bila bi 
druga jednadžba izvod iz prve, a kad bismo pak imali m ^ 1 , ona 
bi se protivila prvoj. (Isto vrijedi, kad je a = 0° ili a = 4iž.) 


III. Odsječak. 


► 


Rješavanje kosokutnih*) trokuta. 

§ 207. Trigonometrijski poučci za sve trokute uopće. 

a) Poučak o sinusima; Stranice se trokuta odnose 
kao sinusi njima suprotnih kutova. 

Dokaz. Neka je ABC (lik 149.) zadani trokut i AD _\_BC. 
Ak o su p i f šiljasti kutovi, onda je AD = b sin 7 = c sin (3, 
pa otud izlazi b : c = sin £5 : sin £5. Ako je £5 > B, dobiva se 


A i A 



Lik 149. 

AD = b sin y — c sin (2 R — £5) = c sin (3; uzme li se, da je 7 > R, 
dobiva se AD = b sin(2iž— 7 ) = b sin 7 = c sin [3. U svakom slu- 

*) Šiljastokutni i tupokutni trokuti zovu se zajedničkim imenom 
kosokutni trokuti. 
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čaju (također onda, kad je p = B ili y = B) vrijedi dakle razmjer 
ft : c = sin (3 : sin y. 

Analog nim se postupkom dobiva c : a = sin y : sin a i a : ft --= 
sin a : sin p; dakle je a : ft : c = sin a : sin p : sin r • • ■ I)- 

Dodatak. Ako se opiše kružnica oko trokuta ABC (lik 
150.), pa se potegne premjer CE i tetiva BE , dobiva se ct= GE. sin a 

ili a = d sin a, postavivši GE = cl. Otud izlazi —- = d. S ob- 
1 sin ot 

žirom na produženi razmjer kod I) imamo 


_ a . . — -i'— = . c - = d\ t. j. količnik 
sin a sin [3 sin y 

omjera' između stranice trokuta i sinusa njoj suprotnoga kuta 
jednak je mjernom broju premjera kružnice, koja je opisana oko 

trokuta; po tome je taj količnik kon- 
stantne vrijednosti za isti trokut. 

_g/ / \ \ Lako se možemo uvjeriti, da je- 

jr ~yC \ \ dnadžba a = đsina vrijedi također onda, 

U \ J . kad je a. = B ili a^>B. 

s b) Poučak o kosinusu: Kva- 
\. / drat trokutove stranice jednak 

je zbroju kvadrata drugih dviju 
Lik 150. stranica umanjenu za dvostruki 

umnožak tih dvij u stranica s kosinusom kuta, što ga 
one čine. 


Lik 150. 


Prvi dokaz. Iz a = d sin a = cl sin ([3 -j- y) izlazi 
a — d sin [3 cos ? -|-d sin y cos p, 
no budući da je đ sin (3 = ft, d sin y=c, imamo 
a = ft cos y -j- c cos (3. 

Analognim se postupkom dobiva 

ft = c cos a. -j- a cos y i c = a cos (3 6 cos a. 

Pomnoživši prvu jednadžbu s a, drugu sa — ft, treću sa 
— c, pa zbrojivši onda sve tri nove jednadžbe dobivamo 

a 2 = ft 2 -(- c- — 2 ft c cos a. 

Isto se tako dobiva 1 

ft a = c 2 -|- a 2 —■ 2 ca cos £3, 
e 2 = a 2 -f- ft 2 — 2 a ft cos y. 
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Drugi dokaz. Ako su j3 i y šiljasti kutovi , 1 dobivamo iz lika 149. 
c 2 = AB' 2 -\- BB 2 = (ft sin y ) 2 + (a — ft cos y ) 2 ili 
c 2 = a 2 -j-ft 2 — 2 aft cosy- 

Lako se možemo uvjeriti, da se dobiva isti rezultat, kad je 
p > B ili y^>B. 

Dodatak. Poučak o kosinusu zove se često Carnotov 
poučak (Carnot, francuski državnik i matematik, živio je od 
g. 1753. do g. 1823.), no taj se poučak nalazi već u Eukli- 
dovim elementima, dakako ne u trigonometrijskom obliku. 

Pitagorin je poučak specijalan slučaj poučka o kosinusu, 
jer za a = B izlazi iz prve jednadžbe pod II): a 2 = ft 2 -j- c 2 . 

c) Poučak o tangentama: Zbroj dviju stranica 
trokuta odnosi se prema njihovoj razlici, kao tan¬ 
genta polovine zbroja njima suprotnih kutova prema 
tangenti polovine razlike istih kutova. 

Dokaz: Iz a : ft = sin a : sin (3 dobiva se 
(a ft) : (a — ft) = (sin a -(- sin (3) : (sin a — sin [3) = 

2 sin cos - a 9 ^ : 2 cos g - sin —dakle 

(a + 6 ) : (a — ft) = tg : tg . . . III). 

đ) Mollweideove (pravije Gagnolijeve) jednadžbe: 

(a -|- ft) : c = cos —^— : sm - 

.a — (3 y 
(a — ft): c = sm —^ : cos -j- 



Dokaz. Iz 


(® + b) 


. ft 

c 


dobiva se 


2 sin | (a -}- p) cos ^ (a — P) 
2 sin l y coš ( y 


ili, budući da je 

i (a -)- P) = B — l y, dakle sin i (a -[- p) = cos 4 y. 
(a -|- ft) : c = cos : sin . ■ 
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Analognim se postupkom dokazuje druga Mollweideova je¬ 
dnadžba. 

Te jednadžbe objelodanio je Cagnoli god. 1804., a Moll- 
weiđe god. 1808., stoga bi se one morale zvati „Cagnolijeve 
jednadžbe*. 

Dodatak. Ako se prva Mollvveideova jednadžba podijeli 
drugom, dobiva se poučak o tangentama. 

e) Ploština trokuta jednaka je polovini umnoška 
dviju njegovih stranica i sinusa kuta, što ga one 
čine. 

Dokaz. U trokutu ABC (lik 149.) potegni AT) I BC\ bu¬ 
dući da je (u svakom slučaju) AD = b sin y, stoga je ploština 

p _ a ž> sin y 
2 


§ 208. Rješavanje kosokutna trokuta. Iz poučaka o su¬ 
kladnosti dvaju trokuta izlaze ova četiri osnovna zadatka za rje¬ 
šavanje kosokutna trokuta: 

I. Zadana je stranica i dva kuta, na pr. fl, P i p 
Rj ešenj e. a = 2P — (p -f y); -iz poučaka o sinusima izlazi 

, a sin (3 . asinp 

5 - — ; —- i c — ■—.- 

sin a sm a 

Na pr. a = 788, [3 = 55° 43' 18", y = 72° 12' 35". Dobiva se 
a = 52° 4' 7". 

log a = 2-89 653 log 5 = 2*81 368 
log sin [3 = 9-91 715 9-89 694 

log sin y = 9'97 872 = 2‘91 674 

log sin a = 9‘89- 694 log c = 2'87 525 

9-89 694 
= 2-97 831 


Dodatak. P 


5 = 825-54, c = 951-28. 

ab ci 2 sin(3 siny 

~ 2 sm ^ 2 sin a 


II. Zadane su dvije 
čine, na pr. a, b i y. 

I. Rješenje s pomoću 


stranice i kut, što ga 
Molhveideovih jednadžbi. 


one- 
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Iz c cos , a ^ = (ct —f— 6 ) sin i 


. a — [3 

c sm —= 


(a — b) cos dobiva 


log (ccos^i) i log (° sin . Ako se od drugoga lo- 


a — [3 




garitma odbije prvi, dobiva se log tg —pa odatle —Izra- 
čunamo li također = R — , moći ćemo odrediti a i j3. 

Potraže li se u tablicama log cos - 9 - i log sin g 9 paod- 


bije li se prvi logaritam od log ( c cos 


a — (3 


log ( c sin 


a— (3^ 


^ ili drugi 


I, dobit će se oba puta log c. Podudaranje obiju: 


vrijednosti daje kontrolu za ispravnost računa. 
Na pr. a =16 - 9, 5=15-7, y = 5'l° 13'. 
a -I- 5 = 32 - 6 log (c cos a ^ 


a + 5 = 32-6 
a —5= 1-2 


1-14 892 


25° 36' 30" lo 


g (c sin g ^ = 0-03 428 


log (a+ 6) = 1-51 322 « —P __ o.™ 

log (a — 5) = 0-07 918 g tg 2 b 5,j6 

log sin \ = 9-63 570 = 4° 23' 30" a = 68 ° 47' r 

log cos = 9-95 510 = 64 23' 30" [3 = 60°. 


log cos 


a — [3 


9-99 872. 


log sin —g-đ- = 8-88 408 


log c = 1T5 019 b i 
log c = 1 *15 020, 
c= 14-132. 
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Dodatak. Hoće li se izračunati samo treća stranica c, 
upotrijebit će se poučak o kosinusu. 

Imamo naime c 2 = a? -j- 6 2 — 2 a 6 cos x- Izraz, što je zdesna, 
može se transformirati na oblik, koji je prikladan za logaritmovanje. 
S obzirom na formulu 20) u § 203. imamo naime 


c 2 = u 2 -j— b 


2- 2 ab (l — 


c 2 = (a — 6) 2 -j- 4 a b sin 2 dakle 

Y 

4 a & sin 2 

c 2 = {a — bf 1 + \ a bf " \ 


4a6sin 2 


Uvedemo li pomoćni kut <p s pomoću jednadžbe -j 


{a — bf 


tg ' 2 <p, dobivamo 

c 2 = ^ — bf (1 + tg 2 ep), dakle (po formuli 7.) c = 
2. Rješenje s pomoću poučka o tangentama. 


a — S a — b a -(- p 

& ‘s-t 1 = v+s tg s 


^ cotg dobiva se 


«-P 


7 -?. dakle također a i B, Stranica c može se izračunati s po- 

Q) 1 ‘ 

moću poučka o sinusima ili iz jedne Mollweideove jednadžbe. 

HI. Zadane su dvije stranice i kut, koji je na¬ 
suprot većoj od njih, na pr. a, b i a, gdje je a f> b. 

. . & sin a 

R j e š e n j e. Iz a:b = sin a : sin [3 izlazi sm p = - • 


Budući da je a > 6 , bit će 
& sin a 


b sina 


1. Jednadžbu 


sinS _ v amtt _ zadovoljavaju svagda dva suplementna kuta, no 
r a 

od ta dva kuta može se kao rješenje zadatka uzeti samo šiljast 
kut, jer iz b < a izlazi [3 •< a, dakle također p <C R- 
S pomoću a i [3 dobivamo x = 2 i? — (a -j- p). 


Stranicu c izračunavamo iz jednadžbe c 


a sm x 
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Dodatak. Kad bismo u zadatku imali 1 a < 6 , mogu nastati 

, • i - • • . j b sina < 

tri slučaja, jer tada može biti-= i. 

Cl 

U prvom slučaju možemo kao rješenje zadatka uzeti šiljasti 
kut p i njegov tupi suplement, jer iz b > a izlazi p > a. U drugom 
je slučaju sinp = l ili p = iž; dobivamo dakle jedno rješenje. 
U trećem slučaju nije moguće, da dobijemo trokut, koji bi imao 
zadane sastavnine, jer ne može da bude sinp > 1. Ti se rezultati 
podudaraju s determinacijom u § 54. 

Primjeri 1. Ako je a = 1238, 6 = 519, a = 78° 17' 20", 
dobivamo 

p = 24° 14' 10", x = 77° 28' 30", c = 1234-2. 

2. Ako je a = 519, b = 1238, a = 24° 14' 10", dobivamo 
Pj =78° 17' 20" ili p, = 101° 42' 40"; dakle 

Tl = 77° 28" 30" ili x 2 = 54° 3' 10". 

Za treću stranicu c dobivamo c x - 1234 - 2 ili c 2 == 1023-5. 
IV. Zadane su sve tri stranice. 

Rješenje. Kutovi će se odrediti s pomoću poučka o kosi¬ 
nusu. Dobivamo 


6 2 + c 2 


c 2 a 2 „ yi 


C 0 S a= -cosp^'- y— 

Ako su dužine stranica izražene brojevima s mnogo zna¬ 
menaka, upotrijebit će se formule za polovine trokutovih kuta, 
koje su prikladne za logaritamsko računanje. 

Imamo naime (formula 20.) 

a 1 / 1 — cosa |/26c — 6 2 — c 2 -|-a 2 | /a 2 — (6 — cf _ 

sm o = r = X -”41/ V ~~ 46c ” 


' 1 —cosa 1/2 bc — b 2 — c 2 -|-a 2 


J / (a — b -j- c) (a -j- b cj 
X '46c 


/ (s — 6) (s — c) 


gdje je a -fb-f c = 2 s. Isto se tako dobiva (s pomoću formule 21.) 


cos | == 1 / 


/l -j-eosa 

2 : 


1/2&C + 6 2 -f c 2 

X " Uc 


| /{ b-fef— a 2 
r ' 46c 


1 /Jb + c -f a) (6 -f c — a) 

X 46/ 


' s (s — a) 
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1/5EEE3. 

f s (s — a) 


Analogno se dadu izvesti slične formule za funkcije kutova 

:P_ i t 

% 2 ' 

Treba li izračunati samo jedan kut trokuta, najzgodnija je 
formula za tangentu njegove polovice, jer daje točnije rezultate 
negoli formule za sinus ili kosinus njegove polovice. No hoćemo 
li izračunati sva tri kuta, bit će probitačno, da preinačimo piije 

1 / (s — a) (s — b) (s — c) 
/ .-- s - - 


Dobivamo tgv 


tol 

— a' B 2 


_ P _ te I 

s — V B 2 


Ploština trokuta jest P = ^ sina = b c sinj cosj ili 

p — 1/ s (s — a) (s — b) (s — c), a to je poznata Heronova formula. 

Dodatak. Te se formule mogu također direktno izvesti iz 
lika 151. Jesu li D, E i F tačke, u kojima stranice trokuta di¬ 
raju kružnicu, koja je u njemu upisana, tada je AE = AF—x, 
^ BF = BD = y, CD = CE = z i 

Jj\ 2 * + 2 y-f- 2 #=a-f& + c=2s, 

y -(- z = a, dakle x = s — a. Isto 
y\\ se tako dobiva y — s — b, 


otud izlazi = 

^ _ _P—. gdje je p polumjer kružnice, 

s — a 

Lik 1B1 - koja je u trokutu upisana; isto 

je tako tg| — ^ — JZTl 1 tg 2 = J^c 
Primjer, a = 1011, b = 956, e = 533 

2 s = 2500 } tg “ = 9-92 428 

s = 1250 B c 2 

s — « = 239 iogtg| = 9-83 433 

s _5= 294 g g 2 

S—C= 717 lno-to-1 = 9-AA 716 



9-83 433 


logtgj- 


9-44 716 
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log (s — a) = 2 - 37 840 
log (s — b) = 2-46 835 
log(s —c) = 2-85 552 
logs = 3 - 09 691 
logp 2 = 7-70 227 
3-09 691 
= 4-60 536 
log p = 2-30 268 


A = 40° V 48" 
2 


P = 34° 19' 40" 
2 

1 — 15° 38' 32" 

2 

a = 80° 3 ; 36", 
p = 68 ° 39' 20", 
t = 31° 17' 4". 


IY. Odsječak, 

Primjene trigonometrije. 

Geometrijski zadaci. 

§ 209. Zadaci o trokutu, a) Riješi pravokutan 
-trokut, ako je zadan zbroj b J r c = s obiju kateta i 
jedan šiljasti kut, napr. p. 

Rješenje: Iz b = a sin(3 i c=a cosp dobivamo 

6 -j - c— s = a (sin [3 -j- cos (3), dakle 

s _- s _ s ___ ip 

a “ sinp 4- cosp sin p -f sin (P — (3) 2 sin45° cos (P — 45°) 


]/ 2 cos (p — 45°) 
s sin p 

Otud izlazi b = ==-—-mr 1 c - 

y 2 cos (p — 45°) 


S cosp 

j/2 cos(p — 45°) 


6 ) Zadani su kutovi trokuta i 

1 . njegov opseg a-j-5-|-c = 2 s ili 

2 . njegova ploština P ili 

3 . polumjer r kružnice, koja je oko trokuta opi¬ 
sana, ili 
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4 . polumjer p kružnice, koja je u trokutu upi¬ 
sana; neka se riješi taj trokut. 

Rješenj a. 

1. Imamo 2 s = (n — b -j— c) == d (sin a -j— sin [3 —j— sin f) (do¬ 
datak u § 207., ci), dakle 2s = 4đ cos-| cos|- cos|- (po § 204., 

d) ili d = _-_— ———. Iz te jednadžbe izračunaj logcZ, a 

2 cos~cos|-cos^ 

onda upotrijebi formule a = d sina, b — d sin(3, c = d sin 7 . 

2 . 2 P = & c sin a = d 2 sin a sin [3 sin 7 , jer je b = d sin (3, 

1/ 2 P 

c = đ sin 7 (207., a, dodatak). Dakle je d= \ gina sin p sir , r T’ 
onda upotrijebimo a—d sina i t. d. 

3. Po dodatku u § 207., a) imamo 

a = 2 r sin a, 6 = 2 r sin p, c = 2 r sin 7 . 

. . , a P 

4. Iz lika 151. razabiramo, da je x — p cdtg^, y = p cotg 

£ = p cotg g-, dakle je 


« 1 P ' 


c = a; + y = p (cotg= + cotg -£) = p 


. a ■ P 

sm T sm |- 


Analogni se izrazi mogu dobiti za a = y -j- z i b — z -j- x. 

§ 210. Tetivui četverokut. Iz stranica teti vnačetve- 
rokuta izračunaj njegove kutove injegovu ploštinu. 

Rješenje. Neka su (lik 82.) AB = a, BG—b, CD = c, 
DA = d stranice tetivnoga četverokuta ABCD , a DAB = a, 
ABC — P, BCD = 7 = 2 R — a, CZ04 = § = 2E — p njegovi 
kutovi. 

Iz trokuta ARI) i CBD dobivamo s pomoću poučka 0 ko- 
sinusu 

BD' 2 = a 2 d 2 — Had cos a = 6 2 -|-c 2 -j-26c cos a, dakle 
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a 2 + d 2 — b 2 — c 2 , 

• cos a =- - —-- 

2 a d -[- 2 & c 

Analognim postupkom kao u § 208., IV. dobiva se otud, 
ako se postavi a b -j- c -f- đ = 2 s, 

si 4° ™ i- v 

Zbroj ploština obaju trokuta ABD i BCD jednak je plo- 
štini P četverokuta, dakle je 

F = Y a< ^ s ^ n a + bc sin a = (a d b c) sin a = 
(ad + b c) sin|-cos^=|/ (s-a) (s— b) \s—c) (s—c 7 ). 


Zadaci iz praktične geometrije. 

§ 211. Izračunavanje visina. Pod visinom tačke S nad 
tačkom A razumijeva se daljina tačke S od horizontalne ravnine, 
što je položena tačkom A. Da se izračuna neka visina ili koja 
diuga daljina, treba redovno izmjeriti neku dužinu, tako zvanu 
osnovnu dužinu, pa još neke kutove, 
što su određeni međusobnim položajem 
osnovne dužine i zadanoga predmeta. 

a) Neka je osnovna dužina AB = ci 
(lik 152.) horizontalna i neka je podno- 
žište T vertikale ST = v u produženju 
dužine AB ; izračunaj visinu ST. 

Izmjeri kutove TAS= a i TBS== p. 

Onda je 



u A £BS ...AS = 


a sinp 
sin (p — a) ’ 


u A ATS... v = AS sina ili v = - i tsina sin L 

sin (p — a) 

b) Osnovna dužina AB = a (lik 153.) nije horizontalna, no 
njezino produženje siječe vertikalu ST=v. 

Izmjeri kutove TAS = a i CBS = 8 , gdje je CB II TA. pa 
kut TAB = 7. 

Segen: Geometrija za više razrede srednjih šl'old. 
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j Onda je 

a , „ a sin (P—y) 

\\ u A ATS... v = AS sina, 

»' \ N . • 

pa stoga ]e 

Č S \— 4 a sina sin(p— 7 ) 

-1- v = - s5J=^) 

ćj Osnovna je dužina AB = * 
Lik loo. y . . • i _ 

(lik 154.) horizontalna 1 s podno-. 

žištem T vertikale ST=v u istoj horizontalnoj ravnini, ah tačka 

T nije ni u AB ni u produženju od AB. 

Izmjeri kutove TAS=ct, TBS=$, BAT=y i ABT= 8 ; onda je 


Lik 153. 


u A ABT... AT = 


sin (y + 8 ) ’ 


a sin 7 

BT —-v-j —cm-; 
sm (y + S) 

pomoću A ili A iBTS dobi- 


* = AT = ^lAFsf^ l “ 

a sin y tgB 

Lik 154. v = BT tgp = - sTn A^gf ‘ 

Da se ispita valjanost izmjerivanja, može se v izračunati iz 
T obiju posljednjih formula. 

%L~Je~r'~ d) Odredi visinu tačke T nad 

| horizontalnim tlom, ako se s istog 

^ \ \ stanovišta vide tačke Ti njezina 

islika T ‘ u P ovršini jezera, 
i \ L Motritelj A (lik 155.) nalazi se u 

J- - visini AB = a nad površinom BP jezera, 

i ./ paviditačku T pod elevacionim k u- 

j / -tom HAT = s, gdje je AH |j BP, nje- 

I . / , zinu sliku T pod depresionim ku- 

I / tom HAT = 8. 

Po zakonima odraza jest TCP = 

T ' ACB = 8. 

Lik 155. 


a sin 8 t.g a 


Lik 154. 


BT tgB = 




aa/Ma 
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Iz A AP(7 dobivamo TP == TC sin S, no 


u A TCA imamo TC 


ac . i n 4±4- 

sm (8 — e) 


u A ABC imamo AC = ———, dakle je 

sm 8 


TP = 


sin (S-f- £ ) 


sin ( 8 —s) 

§ 212. Izračunavanje horizontalnih 
daljina, a) Izračunaj daljinu dviju Atr _ 
tačaka M i N (lik 156.) s pomoću A. 
kutova, kojima'su vrhovi krajnj e 
tačke A i B osnovne dužine c 
AB — d, ako su tačke M, N, A i B 
u istoj horizontalnoj ravnini. 

Izmj eri kutove MAH = a, NAB = a : , 

MBA - Pj i MBN = p. Onda imamo 

u A ABM... AM = - d Bm k 


vr* Ar\ 

A d 2 
Lik 156. 


u A ABN... AN 


u A AMH... x 


sin (a-j-aj + M 

d sin(pAPi) 

sin(a 1 Ap 1 +p) 

a—b ,. . 

= l e 


tgtp = 


(po dodatku u § 208., II). 


Dodatak. Kontrole radi može se x također izračunati 
s pomoću A BMN, , ako se prije izračunaju BM i BN iz 
A ABM i A ABN - 

sšt J2 

b) Izračunaj daljinu dviju Nrjx -pp? 

tačaka M i H s pomoću kutova, \ '' v N T 

kojima su vrhovi tačke M i H, a \ AurA \ i 
krakovi suimpotegnuti krajnjim 'iAl ?'' 
tačkama A i B osnovne dužine NtT 
AB = a, ako su sve četiri tačke 
u istoj horizontalnoj ravnini. Llk 157 - 

Izmj eri kutove AMB = a, BMN - p, A N M = y i ANB = 8; 
onda se mogu izračunati kutovi s, 1 q i zbroj x -)- y = p -f- Y- 
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Iz A ASM i A MNA dobivamo 

AB = iEA i A JL= dakle 

AM sin y MN sine 

AB sina sin 7 

MN ' sin y sin s 

a iz A A BN i A MNB izlazi 

AB sin 8 BN _ sinp dakle 

BN sina; MN sin -q 

AB šino s in p 

AMN sin x sin 7 ]' 

sina sin 7 šino sin p ... 

^too ,r i — - - —;-- 111 

° e J sin y sine srna simfj 

sin® sinp sin§ sine 

sin y sina sin? sinrj 

Znademo dakle zbroj kutova x i y i omjer njihovih sinusa, 
pa možemo dakle izračunati te kutove po § 206., ej. Zatim se 
iz prethodnih jednadžbi dobiva 


MN = 


a sin;?/ sine m također MN _____ 
sina sin 7 


a sin® sin 7 ] 
sin p sin 8 


Dodatak. Taj se zadatak zove Hansenov zadatak. 


C 



''V 

T> 


Lik 158. 


ej Tri su tačke A, B i G 
određene time, da se zadaju 
dužine AC = b, GB = a i kut 
ACB = '( (lik 158.); izračunaj 
daljine četvrte tačke D od 
te tri tačke s pomoću kutova 
ADC=$, CDB = a, ako su sve 
četiri tačke u istoj ravnini. 

Dobivamo 


š + -,] = 45 ! - (a + P + T), a iz a : CB — sina : sin 7 ], 
b : CD = sin p : sin 4 izlazi 


CD = a -^1 = 

sina 


b sini 
sinp ’ 


dakle 


sin I a sin p 

sinTj b sina' 


i 
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Iz zbroja kutova | i tj, pa iz omjera njihovih sinusa mo¬ 
žemo izračunati te kutove (po § 206., e). Zatim ćemo s pomoću 
poučka o sinusima izračunati daljine BI), CD i AI). Dobivamo 

BD = a s * n CD = a sin Yj — 6 

sina ’ sina sinp ’ 

jjj = & sin (p + |) 
sin p 

Dodaci 1 . Ako je a -J- p j- 7 = 2 JŽ, dakle također 
| ^ — 2iž, zadatak je neodređen. To izlazi iz dodatka u 
§ 206., ej, no i odatle, što je onda ACBD tetivan četverokut, te 
svaka tačka kružnoga luka ADB zadovoljava zadatak. 

2 . Taj je zadatak objelodanio Snelius godine 1617., 
Potenot istom godine 1692., no ipak se on obično zove „Po- 
tenotov problem". 



Sferna trigonometrija 


I. Odsječak. 


Sferni trokut. 


§ 213. Sferni kut. a) Pod s f e r ni m kut o m ili pod k u t o m ■ 
dviju glavnih kuglinih kružnica, sto se sijeku, razumijeva se kut 
obiju tangenata, koje diraju te kružnice u njihovu sjecištu. Na 



pr. sferni kut ABC (lik 159.) određen je 
kutom MBN tangenata BM i BN. 

b) Sferni kut dviju glavnih 
kuglinih kružnica jednak je me¬ 
đusobnom pri kl onu njihovih ra¬ 
vnina. 


Lik 159. Dokaz izlazi iz § 128., b). 


Posljedak. Sferni se kut ABC može mjeriti lukom AC 
glavne kugline kružnice ACA 1 C 1 , kojoj je pol vrh B sfernoga kuta. 
Budući da je naime OA || BM i OC || BN, to je §C AOC= MBJS^ 


§ 214. Sferni đvokut. Dio kugline plohe, što je omeđen 
dvjema glavnim kuglinim polukružnicama, zove se sferni đvo¬ 
kut; na pr. BAB X CB (lik 159.). Oba su sferna kuta sfernoga 
dvokuta međusobno jednaka. 

Jednakim sfernim kutovima iste kugline plohe pripadaju 
sukladni sferni dvokuti, jer se mogu tako sastaviti, da jedan 
sasvim pokriva drugi. Obrnuto vrijedi također. 
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§ 215. Sferni trokut. Dio kugline plohe, što je omeđen 
trima lukovima glavnih kuglinih kružnica, zove se sferni tro¬ 
kut, na pr. ABC (lik 160.). Kružni 
lukovi AB = c, BC — a, AC =b 
zovu se stranice, a sferni kutovi 
BAC = a, ABC = % ACB ^ y 
zovu se kutovi sfernoga trokuta 
ABC. Veličine stranica sfernoga tro¬ 
kuta zadaju se svagda stupnjevima, 
minutama i sekundama. 

Stranice svakoga sfernoga tro¬ 
kuta ujedno su stranice drugoga 
sfernoga trokuta, koji prvi potpu- 
njava na oplošje kugle, no ako se 
izrijekom ne istakne protivno, treba 
uzeti onaj sferni trokut, koji je manji od polovine kuglina 
oplošja. 

Ako stranice sfernoga trokuta potpunimo na glavne kružnice, 
onda je kuglina ploha dijeljena na osam sfernih trokuta (lik 160.). 
Po dva od njih, koji imaju ili zajedničku stranicu ili jedan za¬ 
jednički vrh, zovu se sutrokuti, odnosno vršni trokuti: dva 
sferna trokuta, kojima su vrhovi uzajmice dijametralne tačke, 
zovu se suprotni sferni trokuti. 

Odsada će se promatrati samo onakvi sferni trokuti, u ko¬ 
jima su stranice i kutovi manji od 2 B. 

§ 216. Poučci o sfernim trokutima. Neka je ABC (lik 160.) 
sferni trokut, kojemu je svaka stranica manja od 2 B. Ako se 
potegnu polumjeri OA, OB, OC, pa po dvjema od njih položi 
ravnina, postaje trostrani ugao OABC, za koji se kaže da Od¬ 
govara sfernom trokutu ABC. Stranice c, a, b sfernoga trokuta 
ABC jesu mjere (po § 45., c) briđnih kutova AOB, BOC, COA-, 
kutovi a, [3, y sfernoga trokuta jednaki su'plošnim kutovima tro- 
brida O A B C. Stoga su između stranica i kutova sfernoga trokuta 
ABC iste relacije kao između briđnih kutova (ili stranica) i plošnih 
kutova (ili kutova) trobriđa OABC. Iz §§ 133., 134., 135. i 136. 
izlaze dakle ovi poučci o sfernim trokutima: 

1. Svaka je stranica a) manja od zbroja, b) veća 
od razlike drugih dviju stranica. 
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2 . Jednakim kutovima nasuprot su jednake stra¬ 
nice, a vrijedi također obrnuto. 

3. Većem kutu od dva nejednaka kuta nasuprot 
je veća stranica, a vrijedi također obrnuto. 

4. Zbroj svih triju stranica manji je od 4 R. 

5. Zbroj svih triju kutova manji je od 6 B, a veći 
od 2 jR. 

Dodatak. Sferni je trokut istostraničan, istokračan 
ili raznostraničan prema tome, da li su mu sve tri stranice 
jednake ili su samo dvije jednake ili nije nijedna stranica ni 
s jednom drugom stranicom jednaka. 

Ako su sva tri kuta sfemoga trokuta pravi kutovi (što je mo¬ 
guće po 5 .), sve su njegove stranice kvadranti glavnih kuglinih 
kružnica (§ 129., c). Ako su dva njegova kuta prava, tada su 
njima suprotne stranice kvadranti glavnih kružnica (§ 129., c), a 
mjerni broj trećega kuta jednak je mjernom broju (u stupnje¬ 
vima, minutama i sekundama) njemu suprotne stranice (§ 213., 
b, posljedak). Ujedno vrijede i obrnuti poučci. 

Ako je samo jedan kut sfernoga trokuta prav, kaže se, da je 
sferni trokut pravokutan; stranica, koja je nasuprot pravomu 
kutu, zove se hipotenuza, druge dvije stranice zovu se ka- 
tete sfernoga trokuta. Nijedna stranica pravokutna sfemoga tio- 
kuta ne može biti kvadrant kružnice. (Dokazuje se indirektno.) 

Ako nije nijedan kut sfernoga trokuta prav kut, kaže se, da 
je sferni trokut kosokutan. 

§ 217. Sukladnost i simetrija sfernih trokuta, a) Iz § 131. 
izlazi, da su dva sferna trokuta iste kuglaste plohe sukladna (si¬ 
metrična), kad su njihove stranice uzajmice jednake, a i njihovi 
kutovi uzajmice jednaki, pa da u oba sferna .trokuta dolaze jedni 
za drugim istim (suprotnim) redom. 

Iz poučaka u § '137. o sukladnosti i simetriji dvaju tro- 
bridova mogu se izvesti analogni poučci o sukladnosti i simetiiji 
sfernih trokuta. 

b) Dva suprotna sferna trokuta uopće su si¬ 
metrična (§ 131., b). 

c) Dva su suprotna sferna trokuta plošno je¬ 
dnaka ili ukratko jednaka. 
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Dokaz. Jesu li ABC i A 1 B l C 1 (lik'161.) dva suprotna 
sferna trokuta, tada su među sobom jednake obje kugline kru¬ 
žnice, koje su potegnute vrhovima prvoga i vrhovima drugoga 
sfernoga trokuta, jer one su ujedno opi¬ 
sane oko dva sukladna (ravna) trokuta 
ABC i A 1 B 1 C V Ako su P i P l polovi 
tih kuglinih kružnica, tada su sferne da¬ 
ljine PA, PB, PC među sobom jednake 
i ujedno jednake sfernim daljinama P 1 A 1 , 

P 1 B V P l C 1 . Sferni trokuti PAB, PAG, 

PBC pa također sferni trokuti P 1 A 1 B 1 , 

P 1 A 1 C 1 , P 1 B 1 C 1 jesu dakle istokračni, a 
prva tri redom su sukladna s drugima 
(po § 137., e ). Otud izlazi, da je zbroj 
prvih triju sfernih trokuta jednak zbroju {drugih triju, ili da je 
sferni trokut ABC jednak sfernom trokutu A 1 B 1 C 1 . 

§ 218. Polarni sferni trokuti. Ako se dva polarna tro¬ 
strana ugla (§ 132.), koji imaju zajednički vrh, sijeku kuglastom 
plohom, kojoj je središte zajednički vrh, tada njihove pobočne 
ravnine sijeku kuglastu plohu u lukovima glavnih kružnica; ti 
lukovi omeđavaju dva sferna trokuta, koji se zove polarni 
sferni trokuti. 

Iz § 132. c) izlazi; Ako su dva sferna trokuta među 
sobom polarna, onda su stranice jednoga redom 
suplementi kutova drugoga. 

Dodaci. Ako su ABC i A l B l C l dva polarna sferna tro¬ 
kuta, onda su A v B 1 i Cj polovi glavnih kružnica, u kojima su 
redom stranice BC, CA i AB. Isto tako su A, B i C polovi 
glavnih kružnica, u kojima su redom stranice B X C V C 1 A 1 i A r B v 

2. Polarni trokut pravokutna sfernoga trokuta zove sekva- 
dr antni sferni trokut; jedna je njegova stranica kvadrant glavne 
kružnice, a svi su njegovi kutovi kosokutni. 

«• 

§ 219. Ploština sfernoga dvokuta. a) Dva sferna dvo- 
kuta iste kugline plohe odnose se kao njima pri¬ 
padni sferni kutovi. Dokaz kao u § 109. 

b) Ploština P sfernoga dvokuta, koji pripada sfernom kutu a°, 
izračunava se iz razmjera 

P: 4 r l = a°: 360°; otud se dobiva 
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p = no budući da je are a = (§ 110 -)< to 3 e 

JU 

P — 2r 2 are a. 

§ 220. Ploština sfernoga trokuta. Izračunaj ploštmu 
sfernoga trokuta iz njegovih kutova a, (3, T i polumjera 
r kuglaste plohe. 

Po § 219. izlazi iz lika 160.: 

,2 

ABC + BCA, = ^ 0 -, 

.2 p 

AB (J + A GB, = - 1)0 o *i 

.2 

ABC + ABC, = 

Zbrojivši te jednadžbe dobivamo 
3 ABC + BCA, + ACB, + ABC, == -^r (« + P + '0 

a iz lika 160. izlazi 

ABC-\-BCA i -{-ACB i +A l B 1 G=%'Kr’ 1 . 

Odbijanjem posljednjih dviju jednadžbi i s obzirom na 
A 1 B 1 C== ABC, (§ 217., c) dobivamo 

+ t_ 1800 )== W- £ = r2 arcs ’ 

gdje je e = a-|-P4 _ K’—180°, a j_gQ 0 “ arc s ^ 10.). 

Veličina s svagda je pozitivna (216., 5) i zove se sferni 
eksces trokuta. 

Po sijeci: 1. Dva sferna trokuta iste kuglaste plohe od¬ 
nose se kao njihovi sferni ekscesi. 

2. Sferni trokut odnosi se prema oplošju kuglaste plohe, 
na kojoj se nalazi, kao njegov sferni eksces prema 8 R. 
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II, Odsječak. 


Rješavanje sfernih trokuta. 

Pravokutni sferni trokuti. 

§ 221. Trigonometrijski poučci za pravokutan sferni 

trokut. Neka je ABC (lik 162.) pravokutan sferni trokut, O 
središte pripadne kuglaste plohe; 

a je hipotenuza (dakle a = R), xX /i* \\ 

b i c su katete. Uzmimo, da su X 8 \\ z ~ / i \ 

stranice i kutovi, osim kuta a, / N 'w j \ 

koji je pravi kut, manji od Ji. /i NX’ | \\ 

Zrake OA, OB, OUjesubri- j \r \ j 

dovi trobrida OABC, koji odgo- 

vara sfernom trokutu ABC. Ako g / 

je CD _L OB, DE X OB, onda ^ \W 2 ^Cr \ / 

je ezue = j3 i CE X OA. ^ \ / 

S pomoću pravokutnih tro¬ 
kuta OCD, ODE, OCE i ODE Lik 162 - 

dobivamo: 


cos a = — 


OC cos& eose 


D OE cos c 
OC 

«= cosb eose, dakle 


cos a == cos b cos c 


b) sin (3 — 
analogno se dobiva 


OC sini 
OC sina 


-; dakle je 


sin b = sina sin[3 i j 
sine = sina sin 7 j 

ED _ OD tg c 
* J CD OD te a 
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analogno je 


cos 7 = dakle 

' tg« 


tg& = tga cos 7 i 
tgc = tga cos[B 


d) S pomoću formula kod b) i c) dobivamo 

i a sinp sin b tg« sin b šina 1 _ 

tg ^ = cos $ = "skuT' "IgnT — sina ' cos a ‘ tg c 

_ sinž, _. = __ sin ^ - - (s pomoću 1 ), dakle 

cos a tgc cos& cosc tgc 

tg- 0 — . pa otud izlazi 

5,1 sm c 

tg b = sincjtgP; analogno je 1 ^ 

tg c = sin i tg 7 j 

e) S pomoću formula kod c) i b) dobivamo 

cos p tg c sina cos a __ 

sin 7 tg a ’ sin c cos c 


cos b cosc 


(s pomoću 1 ), ili 


-= cos 5, dakle 

sm 7 

cos p = cos b sin 7 ; analogno je ( 
cos 7 = cos c sin p ( 


f) Iz formula 5) izlazi cos b 


cos P cos 7 . 

■ 1 cosc = —:—A: dakle je 
sm 7 sm p 


cos i cosc 


cosp cos 7 . 

cos a = —-. —— 5 -, t. j. 

sm 7 sm p 


cos a = cotgp cotg 7 ... 6 ). 

Dodaci. 1. Prethodne formule 1) do 6 ) mogu se napisati 


u ovom obliku: 

cos a = cotg p cotg 7 = sin (E — b) sin (E — c) 
cos (E — b) = cotg 7 cotg (E — c) = sin a sin p 
cos p = cotg ( E — c) cotg a = sin (E — b) sin 7 


6 ) i 1 ), 
4) i 2), 
3) i 5). 


/ 
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Otud izvodimo Napierovo (čitaj: Neperovo) pravilo, po 
kojem se mogu lako upamtiti formule 1)— 6 ). To pravilo glasi:. 

Na obodu kruga (lik 163.) napiši hipotenuzu, kose ku¬ 
tove i komplemente obiju kateta pravokutnoga sfernoga trokuta,. 


i to onim redom, kojim te veličine dolaze u a 

trokutu: onda je kosinus svake veličine /*■ "\./s 

(na obodu) jednak umnoškukotangenata .J ] 

bližnjih, a također jednak umnošku ' V j/r-c- 

sinusa obiju daljnih veličina. pT 

Na pr. da dobijemo relaciju između a, b, Lik 1(5g 
p, uzmimo, daje (E — b) tražena veličina; onda 
su a i p daljne veličine, pa stoga je 


cos (E — b) = sin« sin p, ili sin 6 = sin a sin p (formula 2). 

2. Formule 1) do 6 ) vrijede bez ikakva ograničenja za sve- 
pravokutne sferne trokute; 0 tom se možemo osvjedočiti s po¬ 
moću sutrokuta ili vršnoga trokuta zadanoga sfernoga trokuta. 

Ako je na pr. A X BC (lik 160.) pravokutan sferni trokut, ko¬ 
jemu su katete A r B i A 1 C veće od E, onda su u njegovu su- 
trokutu ABC katete AB i AC manje od E , pa imamo (po 1) 
cosa=cosAI? cos AC = cos (2 E — A-^B) cos (2iž — A } C) , ili 
cos a = cos A X B cos A l C ; dakle vrijedi formula 1) također za. 
trokut A X BC\ i t. d. 

3. Iz prve jednadžbe kod 5) izlazi, da cosp i cos& imaju 
jednake predznake, jer je sin 7 uvijek pozitivan. Ako je dakle 

&=_R, mora biti p=JŽ; ujedno vrijedi i obrnuto. Isto vrijedi 

za c i 7 . Po tome su kateta i suprotni joj kut ujedno šiljasto- 
kutni ili tupokutni. 

4. Iz jednadžbe kod 2) izlazi sini < sina, t. j. mora biti 
b^a^HB — b: dakle veličina hipotenuze svagda je između 
veličine katete i veličine njezina suplementa. Kad je p šiljast 
kut, ne može a biti jednako ni s b ni sa %E — b. ■ 

Analogno vrijedi također za kate-tu c. 

5. Formule za kv^đrantni sferni trokut, kojemu su stranicu 
a'- E, b‘ , c', a kutovi a', P', 7 ', dobivamo iz formula 1) do 6 ) 
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s pomoću ovih supstitucija: a = 'ŽR — a', b = %R —[3' i t. d., 
jer polarni trokut kvadrantna sfernoga trokuta svagda je pravokutan. , 

§ 222. Rješavanje pravokutna sferuoga trokuta. Da se 

odredi pravokutni sferni trokut, potrebne su (osim pravoga kuta) 
dvije njegove sastavnine (vidi § 137.), te po tome imamo ovih 
šest osnovnih zadataka za rješavanje pravokutna sfernoga trokuta: 

I. Zadane su obje katete Sic. 

Iz 1) i 4) u § 221. izlazi 

tg b tff c 

cos a = cos b cos c, tg[3 =—?—, tg v = - 

sin c sin o 

II. Zadana je kateta i kosi kut na toj kateti, na 
pr. b i 7 . 

Iz 4), 3) i 5) u § 221. izlazi 

J) 

tg c = sin b tg y, tg a = cos (3 = cos b sin 

III. Zadana je hipotenuza i kateta, na pr. a i b. 

Iz 1), 2) i 3) u § 221. izlazi 

cos a . . sin& tg 6 

cos c =-, , smp = --, cos 7 = —- L - 

cos b srna tga 

Determinacija. Ako je b^a^'ŽR — b (4. dodatak u 
§ 221 .), onda je zadatak jednoznačno određen, jer tada su apso¬ 
lutne vrijednosti prethodnih razlomaka manje od 1 ; ujedno mora 
biti [3 ^ R prema tome, da li je b-^R (3. dodatak u § 221.). 

Iz a — b izlazilo bi {3 = R, pa otud a = b = R (§216., do¬ 
datak), a c i 7 ostali bi neodređeni. Isti rezultat izlazi, ako se 
uzme a = 2 R — b. 

IV. Zadana je hipotenuza i jedan (kosi) kut, na 
pr. a i [3. 

Iz 2), 3) i 6 ) u § 221. izlazi 
sin b — sin a sin [3, tg c = tg a cos [3, cotg 7 — cos a tg (3. 

Ako je mora se uzeti b^R (3. dodatak u § 221.) 

V. Z a d a n a j e k a t e t a i nj o j s u p r o t n i k u t, na pr. b i (3. 

Iz 2), 4) i 5) u § 221. izlazi 


sm b 

sina = —.—smc 
sm p 


-, sm y 


cos b ' 


Determinacija. Ako je 6 = p, onda je a=R, c = y = R. 
Ako b i [3 nijesu jednaki, mora biti b C [3 < R ili b > (3 > R, 
jer samo tada su prethodni razlomci pozitivni i manji od l,_što 
mora da bude. Zadatak je dvoznačan, jer se za a, c i y dobivaju 
dvije vrijednosti. Isto se također razabira iz lika 160. Ako je 
naime a = R, onda oba trokuta ACB i AGB 1 zadovoljavaju 
zadatak; oni imaju zajedničku katetu b, a kut (3 kod vrhova 
B i B v 

VI. Zadana su oba kuta (3 i 7 . 

Iz 6 ) i 5) izlazi 

T cos (3 cos 7 

■ COS a = cotg (3 cotg 7, cos b = cos c = ^p-. 

Determinacija. Mora biti (3-j- 7 >-R (§ 136.) i (3 — 7 <R 
(ako je (3 > 7 ), jer samo uz te uvjete bit će apsolutne vrijednosti, 
što izlaze iz prethodnih jednadžbi, manje od 1 , a to mora 
da bude. 

Dodatak. Primjer za slučaj IV.: 

a = 106° 24' 30", (3 — 161° 29' 35" 
log sin a = 9-98 194 log tg a = * 0‘53 096 

log sin (3 = 9 - 50 163 log cos [3 = „ 9~97 693 

log sin b = 9-48 357, logtgc = 0-50 789; 

log cotg 7 može se izračunati iz formule cotg 7 = cos« tg[3, no 
zgodnijaje formula 4), iz koje izlazi log cotg 7 = log sin b —logtgc == 
8-97 568. 

h = 2iž—■ 17° 43' 38" = 162° 16' 22", jer je [3 > R ; c = 72° 44' 55", 

7 = 84° 35' 55". 

Pripomene. 1. U slučajevima, kad su funkcije tupih ku¬ 
tova negativne, računa se samo s apsolutnim vrijednostima tih 
funkcija (pred pripadni se logaritam piše slovo n), pa onda se 
po pravilima za množenje i dijeljenje algebarskih brojeva odre¬ 
đuje, da li je umnožak, odnosno količnik, pozitivan ili negativan. 

2. Rješavanje kvadrantna sfernoga trokuta dade se svesti na 
rješavanje njegova polarnoga trokuta, koji je pravokutan. 

Kosokutni sferni trokuti. 

§ 223. Osnovni trigonometrijski poučci za sve sferue 
trokute uopće, a) Poučak 0 sinusima: Sinusi dviju 
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stranica sfernoga trokuta odnose se kao sinusi ku¬ 
tova, koji su nasuprot tim stranicama. 

Dokaz. Neka je (lik 164.) ABC kosokutan sferni trokut. 
Ako se tačkom C položi ravnina okomito na ravninu suprotne 
glavne kružnice AB, siječe ona sferni trokut ABC u sfernoj vi¬ 
sini CD = v. 

Iz pravokutnik sfernih trokuta ACD i BOD dobivamo (po 
formuli 2 . u § 221 .) 

sin v = sin & sinoć = sin ft sin [3, dakle 
sin ft : sin b - sin a. < sm [5; 

analognim postupkom dobivamo 

sin b : sine = sin [3 : sin 7 . 

Otud izlazi 

sin ft : sin b : sine = sina : sin [3 : sin? ... I)- 

Dodatak. Produženi razmjer kod I) vrijedi i onda, kad je 
sferna visina CD izvan trokuta ABC: tada se po prethodnom 
postupku dobiva sin (2 B — a), sin (2 B — [3) ili sin (2 B t)i ll0 

te su funkcije redom je- 
/-V dnake funkcijama sin a, sin p- 

/ \\ ih sin 7 . 

\ &) Poučak o kosi- 

Al \i x\ nusu stranice: Kosi- 

V' 1>/ jv \\q \ 1 nus se stranice sfer- 

1 - noga trokuta dobiva,kad 

/ i se umnošku kosinusa 

1 J obiju drugih stranica 

^ [ 7 ^ y pribroji umnožak si- 

nusa tih stranica i ko- 
sinusakuta, što ga one 
Lik 164. čine. 

Dokaz. Neka je u liku 164. AD = c v DB = c r 
Iz pravokutnoga trokuta BCD dobivamo (po i. formuli a 
§ 221 .) 

COS ft = cosv cosc 2 '= cos« cos (c c t ) — 
cos Cj cos v cos c -j- sin c : cos v sin c. 
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No iz pravokutnoga trokuta ACD izlazi' (primjenom 1. i 3. 
formule u § 221 .) 

cosCj cosv = cos& i tgc x = tg& cosa, a množenjem tih jednadžbi 
dobivamo sinc^ cosv = sin& cosa. Umetnemo li te vrijednosti u 
jednadžbu za cosa, izlazi 

cos ft = cos b cos c -|- sin b sine cqsa. 

Analognim postupkom ili cikličnim izmjenji¬ 
vanjem kutova i stranica dobivamo 

cos b = cos c cos a -4- sine sine* cos (3 i 
cose = cos ft cos& -)- sin ft sin b cos 7 . 

Pod „cikličnim" izmjenjivanjem stranica i kutova razumijeva 
se, da treba metnuti b namjesto a , c namjesto b, a namjesto c 

1 ujedno £3 namjesto a, 7 namjesto [3, a namjesto 7 . 

Dodatak. Analogno se izvodi dokaz, kad je sferna visina 
v izvan trokuta ABC. 

c) Poučak 0 kosinu su kuta: Kosinus se kuta sfer¬ 
noga trokuta dobiva, kad se umnošku kosinusa 
obaju drugih kutova, uzetomu s protivnim pred¬ 
znakom, pribroji umnožak sinusa tih kutova i kosi¬ 
nusa stranice, na kojoj su ti kutovi. 

-Dokaz. Primijenit ćemo prethodni poučak na polarni sferni 
trokut zadanoga trokuta ABC (lik 164.). 

Budući da su stranice toga polarnoga trokuta ove: a‘ = 

2 B — a, b‘ — 2 B — [3, e‘ = 2 B — 7 , a kutovi ovi: a' = 2 B — a , 
[3' = 2 B — b, 7 ' = 2 B — c, dobivamo 

cos ft' = cos &' cos c‘ -j- sin 6 ' sine' cosa', a otud 
cos (2 B — a) == cos (2 B — (3) cos (2 R — 7 ) -j- 
sin (2 B — P) sin (2 B — 7 ) cos (2 R — a) ili 
cos a = -— cos p cos 7 + sin p sin 7 cos a. 

Analognim se postupkom dobiva 

cos p = — cos 7 cos a -j- sin 7 sin a cos b, ’ ’ ’ ^ 

cos 7 — — cos a cos p + sin a sin p cos c. 

§ 224. Trigonometrijske formule izvedene iz osnovnih 
poučaka u § 223. 

a) Funkcije polovina kutova. Ako se iz prve je¬ 
dnadžbe II) u § 223. izračuna cosa, dobiva se 
Segen: Geometrija za više razrede srednjih šJ;ola. 
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cosa — cosb cosc. . 

0 Osot=-- —t—• “ ? stoga jo 

sini smc 


1 — cos a 


1 + cos a: 


ib sine + cos6 eos e — cos« cos (b — c) —cosa 


sin?) sine 


sin b sin c 


sin b sin c — cos b eose-(-cos« _ cos a cos (6 -|- c) 
= sin b sine s i n ^ s ^ nc 


dakle (po §§ 203. i 204.) 

„ a sin 1 (a + b — c) sin 4 (a — b -f c) & 

sm sin& sine 

9 a __ sinj (a + b + c) sinj, (b + c — a) 
cos“-g- sin b sine 

Postavimo li a+?)+c = 2s, tada je « + ?) - c = 2 (s-a) 
i t. d., pa s pomoću tih kratica dobivamo ove formule za polovine 

kutova: 


. a 1 

sm 2 V sin?> sine 


otud izlazi tg 


/ sin s sin (s — a) _ 

sin b sine 

/sin (s^bjsin (s — c) 
sins sin (s — a) 


Analognim postupkom (ili također cikličnim izmjenjivanjem 

p . 7 

stranica i kutova) dobivamo funkcije kutova | i g • 

Dodatak. Budući da su -J, i, X šiljasti kutovi, to valja 

pred korijenima uzeti pozitivne predznake. Faktori pod korijenima 
svagda supozitivni, jer je 2s < 4E (§ 135.), dakle * < 2B, a stan 
većma je s — a < 2.R, s ?)< 2i?, s e < 2 Jž;3 ujedno je 
s > a, s>b, s > c (§ 133., a). 

b) Funkcije polovina stranica. Ako se isti P° stu P a k 
primijeni na vrijednosti za cosa, cos b, cosc, što izlaze iz jednadžbi 

L u § 283., pa ujedno poštari « + d + t = * * “ m0 

funkcije pelerina stranica. No zgodnije se doturaju te funkepe 
kad se prethodne formule IV) primijene za polarni sferm trokut 

zadanoga trokuta. 
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Neka su a', ?>', & i a', P', ?' stranice i kutovi toga polarnoga 
sfernoga trokuta. Onda je a = 2 R — a', .,.; a = 2 R — a y , . .., 

dakle je a = B -| , ... (a -\- b -\- č) — s = %R a', gdje 

je 2 a / = a' —|— —)— ”( J : s a = R {p* a),... 

Umetnemo li te izraze za a, s (s — a), . . . u formule IV), 
dobivamo, kad se ujedno izostave crtice, ove formule za polo¬ 
vine stranica: 

cos 1 = l/cos( a - T P) c os(q-Y) i 
2 r smp smj 

a 1 / cos a cos (a — a) . Tn 

sm T = |- sin/sin, / ’ • • ■ V >- 

otud izlazi cotg a — I — cos (a el cos (or f) 

2 V cos a cos (a — a) J 

Cikličnim izmjenjivanjem kutova i stranica dobivamo funkcije 

, . . b . c 

stranica i -. 


Dodatak. Budući da su šiljasti kutovi, to valja 

pred korijenima uzeti pozitivne predznake, cosa je negativan, jer je 
(po § 136.) 3 R > a > R. Svi su ostali faktori pozitivni, jer iz poučka 
u § 133. izlazi, da je b‘ -[- cf >■ a', t. j. 2-R — p 2 R —y > 2.R a 

ili 22? > p + T — a m \ (P + T - «) < dakle a — a < 
analogno se dobiva a — p < i? i a — y<iž. 

c) Delambreove (ili Gaussove) jednadžbe. Ako se 
u jednadžbi cos (a -j- P) = cos a cos -g- P — sin a sin-^- P 

1 1.1 .1 

supstituiraju vrijednosti za cos a, cos-^-p, sin ■ a, sin p 
iz a) u ovom §, dobiva se 


COS rir 


'I (a , i pj _ 1 /sin s sin (s — o) I/s ins sin (s — ž>) 
2 t« -p PJ \ s i n l sin c * sin a sin c 


1 / sin (s — b) sin (s — c) 1/ sin (s — a) sin (s — / daki e je 
r sin?) sine ' sina sine 
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1 , sin s — sin (s — c) 

C °s T (a + P) =- 


1 / sin (s — a) sin (s — b) 
V sin a sin b 


2 sin 4" c cos (a -\- b) 

. I i 

2smyCcos ^ c 


. 1 

sm y t; 


I 1 1 1 

otud izlazi cos — (a [3) cos c = cos (a 4 o) sm 1 < 

analogno se dobiva 

1 1 1 .1 

cos -i- (a — P) sin j- c = sin j- ( a + &) sm ^ T ’ , 

1 1 1 

sin (a -f- P) cos e = cos ^ (a— -&) cos ^ Ti 

sin -4 (« — P) sin c = sin ^ i a ~~ 6 ) cos 4 ?• 


Posljedak. Iz prve od tih jednadžbi izlazi, da cos (« + P) 
i cos JL ( f{ J r b) svagda imaju iste predznake, jer su cos -j c 
i sin — t svagda pozitivni. Ako je dakle a -)- 6= 2 iž, onda 
je također a + p^2B; ujedno vrijedi i obrnuto. 


Dodaci. 1. Francuski astronom Delambre (1749.—-1822.) 
prvi je objelodanio jednadžbe VI), a njemački matematik Gauss 
(1777._1855.) bio je prvi, koji je upozorio na njihovu veliku vri¬ 

jednost za astronomske račune. 

2 Da se iz jedne od Delambreovih jednadžbi izvodi diuga, 
upotrebljava se ovo (Zieglerovo) pravilo: Ako se (u jednom zbroju 
ili jednoj razlici) promijeni predznak, treba kod drugoga alfabeta 
izmijeniti funkcije „sinus“ i „kosinus . 

đ) Napierove analogije. 1. Ako se treća Delambreova 
jednadžba podijeli prvom, pa četvrta drugom, dobiva se 
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t cos — (a — b) 1 

tg ^ ( a + P) “'—i-— cotg T * 

cos- (a + 6) 


tg4-(«-P)— 


sin (a — 6) 
sin 4- (a 4- 6) 


(... Vila). 


cotg T- 


2. Ako se druga Delambreova jednadžba podijeli prvom, 
pa četvrta trećom, dobiva se 


4 ^ (a ' + b ^> 


cos ^ (« — p) , 

T 4 c i 

cos -ž- (a 4- P) 


sin (a — (3) 
4 ' - gr (° ~~ & ) =- 1 

sin - 9 - (a + P) 


. 1 j 

tg T c - 


VII b). 


Dodaci. 1. Te je jednadžbe god. 1614. objelodanio Na- 
pier (rodio se u Merchistonu u Škotskoj god. 1550., umro 
god. 1617.). 

2. Između jednažbi VII. a) i VII. b) postoji ovaj odno- 
šaj: ako se izmijene alfabeti, treba u faktoru pokraj razlomka 
izmijeniti funkcije „tangenta" i „kotangenta". 

Pripomena. Poučke ravne trigonometrije možemo iz¬ 
vesti iz poučaka sferne trigonometrije, ako uzmemo, da polumjer 
kuglaste plohe, na kojoj se nalazi sferni trokut, neograničeno 
raste, no stranice sfernoga trokuta da ne mijenjaju svojih veli¬ 
čina. Središnji kutovi, koji pripadaju stranicama sfernoga tro¬ 
kuta, postaju tada neograničeno maleni, te se umjesto njihovih 
sinusa može (približno) uzeti njihov arcus (po § 205.). Opišemo 
li dakle svrha kuta a kružnice polumjerima 1 i r, pa označimo li 
sa Oj i a r lukove, koji na tim kružnicama pripadaju središnjem 
kutu a, tada je a r — ra v a uz postavljenu pretpostavku može 

se (približno) uzeti, da je sina= a 1 ili sina = —, 

Iz cos a = 1—2 sin 2 ^-izlazi dalje cos a = 1 — 2 
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1 — 



Analogne se formule mogu dobiti za sin 6 , cos& 


sine, cose. 

Supstitucijom tih izraza u poučku o sinusima dobiva se 
a r : b r : c r = sina : sinp : sin 7 , kao u ravnoj trigonometriji. 

Iz poučka 0 kosinusu stranice izlazi 


a 2 



cos a i otud 


a r 


2 


i/ + c r 2 — 



c 2 

-^- 2 b r c r cos a. 


Kad r beskonačno raste, vrijednost trećega člana desne 
strane neograničeno se približuje nuli, pa tako je 

a 2 = b r 2 -)- c r 2 — 2 b r c r cos a za lim r = 00 , 
a to je poučak 0 kosinusu ravne trigonometrije. 

Iz Napierovih analogija VII. b) može se izvesti poučak 0 
tangentama u ravnoj trigonometriji. 


§ 225. Rješavanje kosokutna sferu 0 ga trokuta. Da se od¬ 
redi kosokutan sferni trokut, potrebne su tri njegove sastavnine 
(§ 137.), te po tome imamo ovih šest osnovnih zadataka za rje¬ 
šavanje kosokutnoga sfernoga trokuta: 

I. Zadane su dvije stranice i kut, stog a 0 ne čine, 
na pr. u, b i f. 

Rješenje. Kutovi a i [3 izračunat će se iz Napierovih ana¬ 
logija VII. a). Stranica c dobiva se najzgodnije s pomoću jedne 
od Delambreovih jednadžbi, no kontrole radi izračunat će se 
ta stranica dva puta, i to iz dvije Delambreove jednadžbe. 

Primjer. Neka je: a = 97° 30' 20", b = 55° 12' 10", 
Y = 39° 58'. 

Dobivamo(cz —ž>) = 76° 21' 15", -g- (a — &)=21°9'5", 
1-T = 19° 59'. 

log cos 2 ( a — &) = 9 - 96 971, log sin g- (a - — b) = 9 - 55 731,- 
log cos («-(-&) = 9 - 37 276, log sin = 9 - 98 7o7, 


log cotg 


1 

2 


T 


= 0-43 933 


i 
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l°g tg- 5 - (« -)- P) — 9 - 96 971 
0-43 933 
0-40 904 
9-37 276 
= 1-03 628. 


log tg-g - (a — p) = 9-55 731 
0-43 933 
9-99 664 
9-98 757 
= 0-00 907. 


i-(a + P) = 84° 44' 40", -^-(a — P) = 45° 35' 54"; 

a =130° 20' 34", p = 39° 8 ' 46". 

Stranicu c dobivamo iz VI); izlazi 

1 cos -g-ja + V) _ 1 


cos -j- c~ 


C 0 S ir( a +P) 


sm y Tl 


ili sin - 0) - c = 


sin ^-(« + ži ) 1 

~ ) Sin ^ 
cos^(a—p) 


log cos - Q -c = 9 - 37 276 
9-53 370 
8-90 646 
8-96 189 

* _ 

= 9-94 457 


log sin 


9-98 757 
9-53 370 
9-52 127 
9-84 490 
9-67 637 


— c == 28° 20' 10", c = 56° 40' 20". 

2 

Dodatak. Ak o se hoće izračunati samo treća stranica c, 
upotrijebit će se poučak o kosinusu stranice, naime jednadžba 
cos c = cos a cos b + sina sin b cosy, no ta će se jednadžba 
transformirati, da bude prikladna za logaritmično računanje. Imamo 

cos c = cos a (cos b -(- sin b tgo cosy); 
a postavi li se tgtp = tga cosy, dobiva se 

cos c = cos a (cos & -j- sin& tgcp), pa otud izlazi 

cos (b — ®) 

cos c = cos a ---—. 

coscp 


cos c 
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II. Zadana su dva kuta i stranica, na kojoj se 
oni nalaze. Na pr. a, [3, c. 

Rješenje. Stranice a i b izračunat će se iz Napierovih 
analogija VII. b), a kut 7 iz jedne od Delambreovih jednadžbi. 

Dodatak. Kut 7 može se također izračunati s pomoću 
poučka o kosinusu kuta. 

Imamo cos 7 = —'cos a cos [3 -|- sin a sin [3 cos c = 
cos a (— cos p -j- sin |3 tg a cos c); 
postavimo li cotgcp = tga cos c, izlazi 

sinfli—<p) 

cos 7 = cos a -— v . —•. 

sm cp 

III. Zadane su dvije stranice i kut, koji je nasu¬ 
prot jednoj od tih stranica, na pr. a, b , a. 

Rješenje. S pomoću poučka 0 sinusima dobivamo 

. . sin b sina 

sm B =-;- 

sm a 

Vrijednost, koja iz te jednadžbe izlazi za sin (3, treba da 
bude pozitivna i 1. Ako je ona jednaka 1, tada je (3 = i?; 
ako je ona manja od 1, dobivaju se za [3 dvije vrijednosti, koje 
su suplementne, no tada treba ispitati, da li su obje vrijednosti 
rješenje zadatka. To se radi s pomoću ovih poučaka: ako je 

a'^ b, tada je također a ^ p, pa ako je ujedno a-\-b = 2 iž, mora 

također biti ot—j— p = 2IŽ. Može se dogoditi, da obje vrijednosti 

kuta p zadovoljavaju te uvjete ili da ih samo jedna zadovoljava, 
pa prema tome je zadatak dvoznačan ili jednoznačan. 

Kad je p određen, izračunat će se c i 7 s pomoću Napie¬ 
rovih analogija VII. b) i a). Dobiva se 

1, „ 

tg T c =— 1 -— tg T (o- 6 ), 

sin = (a — P) 


cotg - T 


sin — (a -| -b) . 

■ - l -^ 2 (a 

sin T («— b) 
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Primj eri. 

1 . Neka je a = 57° 3», 6 = 31° 12 y , a = 104° 25' 30". 
Dobiva se p = 36° 26' 23". 

Suplement p' = 143° 33' 37" ne može se uzeti, ‘ budući 
da radi a > b mora također biti a > p. 

a + b= 88° 50' ~ (« -(- 7j) = 44° 25' 

■a — b= 26° 26' ■ ~ {a — b) = 13° 13' 

■a 4- p = 140°- 51' 53" -*-■ ( a + P) = 70 ° 25 ' 56 ' 5 " 

a — p= 67° 59' 7" i-( a — ( 3 ) = 33° 59' 335" 

log sin(a-f P) ~ 9-97 417 log sin -(a-\-b)~ 9’84 502 

log sin ^ (a — p) = 9-74 748 log sin (a — b) = 9’35 914 

log tg j (a - p) = 9-82 887 log tg | (a - b) «= 9*37 080 

log tgyc= 9-97 417 logcotg -^-7 = 9'84 502 

9-37 080 " 9-82 887 

9-34 497 9-67 389 

9-74 748 9-35 914 

= 9-59 749 =0-31 475 

ic = 21° 35' 40" 7 = 25° 50' 52" 

c = 43° 11'20" 7 = 51° 41'44". 

2. Ako je a = 70° 20' 50", b = 51° 41' 14", p = 52° 30', do¬ 
biva se za a vrijednost 72° 12' 43". 

Budući da je a > b, mora biti a > p, a poradi a -\- b < 27? 
mora biti a-|- p<2 B. Ti su uvjeti ispunjeni, kad je o. x = 72° 12' 43" 
ili a 2 = 2 R — a x = 107° 47' 17". 

Zadatak je dakle dvoznačan. 

S pomoću Napierovih analogija dobivamo 

Cjl = 88 ° 44' 37" i c 2 = 38° 27' 48", pa ^ i 7 ,. 
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IV. Zadana su dva kuta i stranica, koja je na¬ 
suprot jednomu od njih, na pr. a, [3, a. 

Rješenje je posve analogno onomu za slučaj III. S po¬ 
moću poučka o sinusu izračunaj stranicu b, pa onda s pomoću 
Napierovih analogija c i 7 . Budući da je stranica b određena svojim 
sinusom, treba kao u slučaju III. ispitati, da li obje vrijednosti; 
od b zadovoljavaju zadatak. 

V. Zadane su sve tri stranice a, b , c. 

Rješenje. Kutovi se izračunavaju iz formula IV) u § 224. 
Ako treba odrediti sva tri kuta, izračuna se najprije logtgr, gdje 

jp to-r — j/ sin ( S ~ sm ( S ~~ ^ sin pa onda se upotrijebe 

J e V sin s 


formule tg 


a 

¥ 


tg' t „P ^ 

sin(s —a)’ g 2 sin (s — b)' 2 sin (s — c) 


Determinacija. Mora biti a -f b -j- c < &R i a -f- b > c, 
i t. d. (§ 133.) 

Dodatak, r je sferni polumjer kružnice, koja je upisana 
u trokutu ABC-, o tom se osvjedočavamo analognim načinom 
kao u dodatku zadaći IV. u § 208. 

Primjer. Neka je «=27°15'48", 6 = 39° 12'18", c= 57 0 ' 
39' 6 ". Dobivamo: 


2 s = 124° 7' 12" log sin (s — a) = 9‘75 638 

s= 62° 3'36" log sin (s— b) = 9‘58 928 

s ■ — a= 34° 47' 48" log sin (s — e) = 8’88 572 

s _& = 22° 51' 18" log sin s = 9‘94 617 

s — c= 4° 24'30" log tgr= 9-14 260. 


log tg i- « = 9-38 622 ± « = 13® 40' 36" 

log tg4-p = 9-55 332 i-[3 = 19° 40'25"' 

log tg -k 7 = 0 - 25 688 -^-7 <=61° ^ ^ ;/ - 


Dakle je a = 27° 21' 12", p = 39° 20' 50", T = 122° 4' 16" 

VI. Zadana su sva tri kuta a, £3, y. 
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Rješenje. Stranice se izračunavaju iz formula V) u § 224. 
Ako treba odrediti sva tri kuta, izračuna se najprije logcotgp, 


gdje je cotgp = 


cos (a — a) cos (a — (3) cos (a — 7 ) 


se upotrijebe formule eotg^r- = 


cotg = 


cotg p 

cos (a — y)‘ 


I WU I V I UVU I 'S I I 

—-------pa onda 

cos a 

cotg- p b cotg P 

cos (a — a) ’ s 2 cos (a — (3)’ 


Determinacija. Mora biti 6 iž>a-|-(3-|-’j , >2-R, i o — a, 
a — |3, a — 7 moraju biti manji od JR. 

Dodatak, p je sferni polumjer kružnice, koja je opisana 
oko trokuta ABC. 


ni. Odsječak. 

Primjene sferne trigonometrije. 

§226. Sferui eksces. Izračunaj sferni eksces koso- 
kutna trokuta, ako su zadane sve tri njegove stra¬ 
nice. 

Po § 220. imamo s = a -(- £3 — (2 JR — y), dakle 

i s = i [i ( a + P) — (-B ~ i T)l- 

Otud se po formuli 28) u § 204. dobiva 

_sin i- (a -(- £0 — cos \ 7 _ 

^ 4 S cos -1 (a —|— P) —)— sin 1 7 

sin (a (3) cos 4 c — cos c cos ) 7 
cos J (a + p) cos 4 c -f- cos 1 c sin 1 y’ 

s pomoću treće i prve Delambreove jednadžbe (§ 224., c) izlazi 

, , cos l (a — b) —■ cos 1 - c cos 4 7 

t°‘ 4 £ r— -—^----— , -— - 

& cos l (« —|— 6 ) —J— cos c sin y 
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sin -i (— g 4 - b + č) sin j (ffl — b -f c) cQtg , ^ 

cos j- (a -f- c) cos \ (a-{-b c) 

sin | (s — a) sini (s — i)_ 1 / sin 5 sin (s — 1 c) ^ 224., a); 
cos 1 s cos | (s — c) ' sin (s — a) sin (s b) 

dakle je 

tg i s = J/tg'3 s tgi (s — a) _ tg I 0 — b ) tg -i ( s — c )- 
To je L’ Huilierova formula. 

§ 227. Obujam paralelepipeda. Izračunaj obujam pa- 
ralelepipeda iz tri njegova brida, koji se sastaju u 
istom vrhu, i iz kutova, što ih oni čine. 

Rješenje. Neka je (lik 165.) AB = p, AC=q, AB — r, 
BAD = a, <£ DAO = b, BAC = c. Ako se paralelogram 
BC uzme za osnovku, pa potegne visina 
DE=v; onda je obujam paralelepipeda: 
V— vp q sine. 

Da se odredi v, potegne se BF]_AB ; 
onda je <£EFD = (3 priklon pobočke.-BD 
prema osnovci BC , pa imamo v = DF sin [3 = 
r sin a sin [3, dakle V = jp q r sin a sin c sin p. 

Funkcija sin [3 određuje se s pomoću 
sferne trigonometrije. Ako se naime tro¬ 
strani ugao ABCD siječe kuglastom plo¬ 
hom, kojoj je A vrh, dobiva se sferni 
trokut PQB\ njegove su stranice određene 
bridnim kutovima a, b, c, a njegov kut 
QBB = [3 izračunava se s pomoću formula IV) u § 224. Imamo 
naime 

• P (3 

sin (3 = 2 sm cos = 



Lik 165. 



§ 228. Pravilni polijeđri. izračunaj plošni kut pra¬ 
vilna p olijedra. 

. Rješenje. Neka su. S i S x (lik 166.) središta dviju obližnjih 
pobočnih ploha pravilna polijedra, P polovište njihove zajedničke 



Lik 166. 

stranice, 0 središte polijedra; onda je <£ SPS l = w plošni kut 

pravilnoga polijedra, a po tome je <£ OPS — 

Ako su pobočne plohe pravilnoga polijedra pravilni re-te- 
rokuti, od kojih se njih m sastaje u istom vrhu, onda je među- 

2 B 

sobni priklon ravnina OSA i OSP jednak kutu ASP = -, a 

lb 

međusobni priklon ravnina OAB i OAS jednak je -, jer 

ravnine, koje su položene pravcem OA i bridovima AB i AC, 
međusobno su priklonjene pod kutom --, a taj je priklon 
raspolovljen ravninom OAS. 

Siječemo li trostrani ugao OAPS kuglastom plohom, kojoj 
je 0 središte, dobivamo pravokutni sferni trokut MBN, jer je 
ravnina OPS okomita na ravnini OAP. Iz prethodnoga izlazi, da 

0) p 2 R 

je sferni kut. BMN = , a sferni kut BNM = -. Pravo- 

m n 

kutni je sferni trokut MBN određen s dva . svoja kuta, pa je 
(po 222., VI.) 
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cos NB ■ 


-, no budući da su 


komplementni kutovi, imamo 


Dodatak. S pomoću kuta « i brida AB = a mogu se 
izračunati 1) polumjer OS = p kugle, koja je upisana u pravilnom 
polijedru, 2) polumjer OA=r kugle, koja je opisana oko njega, 
i 3) obujam pravilnoga polijedra. U OPS imamo 


to a 2 R 

p = PStg T = Y cotg — 


tg 2 


U /\ OSA imamo 

r = ——, , no iz sfernoga trokuta MBN izlazi 

cos A / 

2iž 2 R 

cos X = cotg- cotg-, dakle je 

s m n 

r -± to-^to^. . 2). 

2 g m g 2 ’ 

Ako pravilno tijelo ima p pobočnih ploha, njegovo je oplošje 
0 = co tg-^-, njegov je obujam F=-^- Op: 


dakle je ,F= 


, 2 2 R w 
cotg n tg 2 ' ' ■ 


r. je r 


§ 229. Zadatak iz matemati¬ 
čkog zemljopisa. Izračunaj sfernu 
daljinu dvaju mjesta na ze¬ 
maljskoj kugli, ako su zadane 
njihove zemljopisne dužine i 


\A ' 4 '' LP Ako su A 1 B ( lik 167 0 oba 

.zadana mjesta, onda je njihova sferna 
Llk 16< ‘ daljina AB luk glavne kružnice, koja je 

potegnuta tim tačkama. Neka je S pol, EK ekvator, SMJprvimeridi¬ 
jan ; onda su MA 1 = X x , MB 1 = X 2 zemljopisne dužine, a A t A = , 

P i P = tp 2 zemljopisne širine tačaka A i B. 
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Od sfernoga trokuta ABS poznate su dvije stranice AS = 
R — cp x , BS — R — <p 2 i kut . X 2 — X x , što ga one čine; po poučku 
o kosinusu stranice imamo 

cos AB = sin cp x sin tp 2 -j- cos <p x cos cp 2 cos (X 2 — X x ) = 
smcp x [sin ®, 2 -|- coscp 2 cotg cp x cos (X 2 — X x )], 

.a ako se postavi tg = cotg cp x cos (X 2 — X x ), dobivaše 

Tb ■ sin (Tp + 
cos AB = sin cp.--—ii-. 

1 costp 

Odredivši odatle AB izračunat ćemo lako, koliko mu je 
kilometara, jer je 1 lučni stupanj dug 111-3 hm, ako se uzme, da 
je polumjer zemaljske kugle jednak 6370 lem. 

§ 230. Astronomski zadaci, a) Neka je (lik 168.) Z zenit 
motrilišta, koje se pomišlja u središtu 0 nebeske kuglaste plohe, 
kružnica H s H n *) horizont, a kružnica ZII S H n meridijan 
motrilišta; Pje sjeverni g0 --f & 

(nebeski) pol, kružnica AQ 

je nebeski ekvator. Tačke \ 

H s i H n , u kojima horizont <e7 | \ 

•siječe meridijan, jesu južna / /\ 

i sjeverna tačka horizonta; I -A —- \ 


k \ J 


fA X"'' ! 
V 

3. 


a? 


k 




horizont siječe ekvator, jesu Vx I X —-—^\ 

istočna i zapadna tačka ho- \ I 

rizonta. \ \ \ / 

Ako je S kojagod zvi- n. j / \ ]/ 

jezda stajaćica, onda je za \ ! J 

tu zvijezdu; ZS — s ze- ^ 

. , 1 1 • • (VTU 163. 

nitna daljina, SE = v 

visina, PS = p polarna daljina, SG = o deklinacija, 
<£ lp ZS = to (ili njemu u horizontu pripadni luk H s F) azimut, 
AP S = v satni kut. 

PH n = cp zove se visina pola za motrilište, kojemu je 
H s H n horizont; ona je očigledno jednaka zemljopisnoj ši¬ 
rini motrilišta. 

*) U astronomiji upotrebljavamo engleske kratice: N = north (sjever), 
S = sontli (jug), E = east (istok), W = west (zapad). 
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Azimut i satni kut mjerimo od meridijana prema zapadu,, 
dakle smjerom, u kojem se nebeski svod prividno vr i o o os 
PP pa brojimo od 0° do 360«. Visinu zvijezde mjerimo od 
horizonta i brojimo 0° do 90°; kaže se, da je visina pozitivna i i. 
negativna, kako je već zvijezda nad horizontom motrilišta ih pod 
njim. Analogno mjerimo deklinaciju zvijezde od ekvatora i bioji 
od 0° do 90°, pa kažemo, da je deklaracija pozitivna ili nega¬ 
tivna, kako je već zvijezda sjeverno ili južno od ekvatora. 

b) Zadatak. Iz zemljopisne širine <p motrilista i 
horizontskih koordinata * i« zvijezde 8 izračunaj 
ekvatorske koordinate 3 i r iste zvijezde. 

Rješenje. Sferni trokut PZS (lik 168.) određen je svojim 
stranicama PZ= 90" — f,ZS — 90" - » i Mom PZS -180- » f 
mogu se dakle izračunati stranice PS —90 — 8 i kut ZPS 
Po dodatku pod I) U § 225. imamo 

sin 8 = sin <p sin v — cos <p cos v cos w. 

(Desna se strana te jednadžbe može tako transformira.^ da - 
bude prikladna za logaritmićno računanje; vidi u h 

Kad je 5 izračunano, dobiva se t s pomoću poučka o si¬ 
nusima ili s pomoću § 224., a). _ = 10^,00 

Dodatak. Kako se rješava isti zadatak, ako je w > lb0 • 
c) Zadatak. Iz zemljopisne širine cp motrilišta 1 
ekvatorskih koordinata 3 i x zvijezde 8 izračunaj 
horizontske koordinate v i 10 iste zvijezde. 

Rješenje se dobiva s pomoću sfernoga trokuta PZS 

(llk 1 Klari: sin« = sincp sinS + coscp cos8 cos,, pa s pomoću « 

izračunava se u. „ 

cl) Zadatak. Izračunaj vrijeme t, kad zvijez a 
izlazi, odnosno zapada, iz nj ezinib ekvatorskib ko¬ 
ordinata 3, t i zemljopisne širine <p motrilista. 

Rješenje. Kad zvijezda S, koja se prividno miče na kru¬ 
žnici DOEG l (lik 168.), dospijeva u tačku E horizonta, u kojoj 
zapada, njezina je visina v = 0;. stoga se satni kut CEE — e 
izračunava iz prethodne jednadžbe pod c) supstitucijom «= 0. 
Ako se ujedno umjesto z piše t , dobiva se 

cos t = •— tg 5 tg <p. 


Ta se jednadžba može također direktno izvesti s pomoću pra¬ 
vokutnoga trokuta EPH n , jer je poznata kipotenuza PE = 90° — S 
i kateta PS„ = cp toga trokuta. Dobiva se 

cos (180° — t) = - tg - ili cos<^ - tg3 tgtp. 

Budući da zvijezda S 11 24 sata opisuje kružnicu DCEC X , 
običava se veličina satnoga kuta također izraziti u jedinicama vre¬ 
mena (satima, minutama i sekundama), pa se broji od 0 do 24 
sata. Luk DCE, koji je nad horizontom, zove se dnevni luk 
zvijezde, luk EG^D noćni luk. Najmanja pozitivna vrijednost 
za t, koja zadovoljava prethodnu jednadžbu, određuje polovinu 
dnevnoga luka zvijezde S. 

Diskusija. Ako je cp > 0 i 5 > 0, dnevni je luk veći od 
180° ili od 12*; ako je ep = 0, tada je dnevni luk svagda jednak 
12*, i t. d. 

Primjer. Izračunaj trajanje najdužega dana u 
Zagrebu (cp — 45°48' 54"). 

Najduži je dan, kad je deklinacija sunca jednaka s = 
23° 27'8". (Ta vrijednost s jednaka je priklonu ekliptike prema 
ekvatoru; s se svake godine umanjuje za 0 - 4645"; 1. siječnja 
1900. bio je s = 23° 27'8".) 

Iz jednadžbe cosč = — tgs'tg<p dobiva se 

t — 116° 30' 33" ili u vremenu 
t = 116° 30' 33" : 15 = 7* 46 m 2 S . 

Po tome je dnevni luk ili trajanje najdužega dana 
15* 32’” 4 S ; sunce toga dana izlazi u 12* — 7* 46 m 2 S = 

4* 13“ 58 s , a zapada u 7* 46”* 2 S . 


Segen: Geometrija za više razrede srednjih škola. 
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Analitička geometrija ravnine. 


I. Odsječak. 


Tačka. 


§ 231. Određivanje tačaka u pravcu. Neka je u ravnini 
zadan pravac X : X (lik 169.), pa ustanovimo, da je smjer od X, 
prema X (redovno slijeva nadesno) pozitivan. Tačke P, P v 

P 2 ,. . . toga pravca dadu se time 

P, ? 0 P X odrediti, da se zadaju njihove 

+ daljine od neke stalne tačke 0 
Lik 169. toga pravca i da se predznakom 

naznačuje, s koje se strane tačke 0 nalazi svaka od tih tačaka. 
Dužine OP, OP x , OP 2 ,... ili također njihovi mjerni brojevi, i to 
svaki s pripadnim predznakom, zovu se apscise tačaka I, P v 
P 2 ,. . ., a označuju se sa x, x x , x v . . . Pravac XjX zove se os, 
a tačka 0 ishodište (apseisa). 

Po sijeci, i. Prema tome, da li je tačka u zraki OX ili 
OXj, pripada joj pozitivna ili negativna apseisa; obrnuto vrijedi 
također. 

2. Svakoj tački pravca pripada s obzirom na zadano isho¬ 
dište posve određena apseisa, a ujedno vrijedi obrnuto. 

§ 232. Zadaci. U osi X ± X zadane su dvije tačke P 1 
i P 2 sa svojim apscisama OP = x x i OP 2 = x 2 , 

a) odredi apsolutnu vrijednost i predznak du¬ 
žine P X P 2 ; 

b) izračunaj apscisu OP = x tačke P, koja dijeli 
dužinu PjP 2 po omjeru P 1 P:PP 2 = k- 
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Rješenja, a) Po § 194. dobivamo'P X P 2 = Pj 0-|-OP 2 = 
0 Po — OP 1 = x 2 — x 1 , t. j. oduzmi apscisu početne tačke od 
apscise druge krajnje tačke. 

b) Po a) dobivamo P l P = x — x x i PP 2 =* 2 — x, dakle 
(£» —- nj-,) : ( x 2 — x) — X, a otud izlazi 
_ x 1 -f X x. 2 


Ako je P tačka dužine P x P 2 , imaju dužine P X P i PP 2 
jednake predznake, X je dakle pozitivno. Ako je tačka P u 
produženju dužine P 1 P 2 , imat će dužine P X P i PP 2 nejednake 
predznake, te X je dakle negativno. 

Dodatak. Za polovište P dužine P X P 2 jest X = 1; stoga je 


X 1 “ 1 “ X 2 


apseisa polovišta P, t. j. ona je aritmetička sre¬ 


dina apseisa x x i x 2 krajnjih tačaka P x i P 2 . 


§ 233. Određivanje tačaka u ravnini. Koorđinatni su¬ 
stavi. a) Paralelne koordinate. Uzmimo u ravnini dva 
pravca X x X i Y 1 Y (lik 170.), koji se sijeku u tački 0 pod kakvimgod 
kutom; neka je u prvom pravcu smjer od 
X x prema X, u drugom smjer od Y x 
prema Y pozitivan. Položaj kojegod tačke 
M ove ravnine dade se time odrediti, 
da se s te tačke potegne MP \\ Y X Y i A ‘ 

MQ || XjX, pa zadaju mjerni brojevi du¬ 
žina OP (ili QM) i OQ (ili PM). Dužine 
OP= QM = x i OQ — PM=y ili nji¬ 
hovi mjerni brojevi, i to svaki s pripadnim predznakom, zovu 
se paralelne koordinate tačke M; pravci XjX i Y X Y zovu 
se koordinatne osi. 

Prema tome, da li se koordinatne osi X x X i Y X Y sijeku 
pravokutno ili kosokutno, zovu se paralelne koordinate pravo¬ 
kutne ili kosokutne, pa se također kaže, da obje osi od¬ 
ređuju pravokutni, odnosno kosokutni koorđinatni 
sustav. 

Pravokutni koorđinatni sustav istmnačen je već u § 195. 
U svim idućim promatranjima, u kojima upotrebljavamo para¬ 
lelne koordinate, uzimat ćemo pravokutni koorđinatni sustav. 
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Dodatak. Određivanje tačaka s pomoću paralelnih ko¬ 
ordinata uveli su u geometriju francuski matematici Fer mat 
(1601. do 1665.) i Descartes ili Cartesije (1596. do lboU.); 
oni su stoga osnivači analitičke geometrije. 

b) Polarne koordinate. Ako je u ravnini zadana ne¬ 
pomična zraka OX (lik 171.), bit će položaj kojegod tačke M 
ove ravnine potpuno određen, ako se zadaju 
mjerni brojevi kuta XOM i dužine OM. OX 
se zove polarna os, tačka 0 pol, kut 

c /r - X0M==y polarni kut (anomalija), du- 

0 ^ žina OM—r provodnica (radij vektor). Dii- 

Lik 171. žina r . ^ p; n jihovi mjerni brojevi zovu 

se polarne koordinate tačke M. 

Kad se polarne koordinate upotrebljavaju samo za odie- 
đivanje tačaka u ravnini, uzimaju se provodnica i polarni kut 
kao pozitivne veličine, no u primjenama algebre na geometriju 
morat će se uvesti također negativne polarne koordinate. Nega¬ 
tivna je provodnica u zraki OM, koja potpunjava na pravac lua 
OM polarnoga kuta XOM (lik 173.). 

Osnovni zadaci. 

§ 234. Transformacija koordinata. Pod transformacijom 
koordinata razumijeva se, da treba iz koordinata jednoga su¬ 
stava izračunati koordinate iste tačke s obzirom na koji drugi 
zadani sustav. Promotrit će se samo dva jednostavna slučaja. 

v y a) Transformacija koordi- 

| M nata pravokutna sustava u ko- 

Q .--4.? ordinate drug oga pravokutnoga 

j,'- ~ 0 ~t ~p"~x‘ sustava, ako su osi obaju sustava 

_ {_ _ ; direktno usporedne. 

' K - P U sustavu XOY (lik 172.) pripa- 

Y > ‘ daju tački M koordinate OP = x, OQ = 

Lik 172. pM — y. Uzme li se tačka 0', kojoj su 

koordinate 0A = a i OB = AO‘=b , za ishodište novoga sustava, 
u kojemu je 0'X' || OX, 0‘Y || 0Y, tada su 0‘P‘=x‘ i 0'G'== 
P l M = y l koordinate iste tačke M s obzirom na sustav X 0 1 
Dobiva se 

x‘ = 0‘P‘ — AP = OP — OA = x — a, 


Lik 172. 
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y‘ = P‘M=BQ = OQ — OB =y — b. 

Nova apscisa (ordinata) jednaka je dakle pre- 
đašnjoj apscisi (ordinati) umanjenoj za apseisu (or- 
dinatu) novoga ishodišta s obzi- y 

rom na predaš nj i su stav. s> M 

b) Transformacija pravokutnih ^ i 

koordinata u polarne koordinate, i '' yo\ fl 

obrnuto. 

Neka je ishodište 0 (lik 173.) pravo- 
kutnoga koordinatnoga sustava XOY ujedno Lik 173 

pol, a zraka OX polarna os polarnoga su¬ 
stava. Po definicijama goniometrijskih funkcija (§ 196.) imamo 

— = coscp, —- = sin<p; dakle je 


a otud izlazi 


: r cos cp, y = r sm ep, 




cos 4 =T7= r~i— sm y -= jy== g , — —■ 

Predznaci od x i y određuju, u kojem je kvadrantu tačka 
M, stoga je kut <p izvjesno određen jednom svojom funkcijom, i 
to najbolje tangentom. % y | 

§ 235. Daljina d dviju tačaka M v \ 'y j 

M . 2 i kut, što ga čini zraka JSt, M 2 i _ \<4s? 

s apscisnom osju. Neka su x v y x i x 2 , y 2 j j m, ~ x ' 

koordinate zadanih tačaka M i i M 2 (lik j i 

174.). Uzme li se tačka M l za ishodište X, o \ x 
novoga koordinatnoga sustava, kojemu y 

su osi direktno usporedne s onima za- Lik 

danoga, pa ako su i i tj koordinate tačke 
M 2 s obzirom na taj novi sustav, tada je 

ž = z 2 — x v r\ = y 2 — y v dakle (po § 234. 6) 

d = M x M 2 = ]/P+? = V( x 2 - vrf + lv* - ž/i) 2 - 

Kut tp, što ga zraka M X M 2 čini s pozitivnim smjerom M x X 
zračunava se (po § 234., ž>) iz 


Lik 174. 


234. 6) 
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Vz — ž/i 
- A 


gdje je d = ]/ (x 2 — x l ) 2 -[- (Vz Vi)'' ? 


Vz — Vi 


Predznacima razlika x 2 -x 1 , Ih — Vi određen je kvadrant, 
u kojem je kut <p. Kut <p treba mjeriti od pozitivnoga smjera 
apscisne osi M x X' u smislu pozitivne vrtnje (t. j. prema M 1 Y‘). 

§ 236. Dijeljenje dužine. Izračunaj koordinate x , y 
' Y ' tačke ili, koja dijeli dužinu 

M x M 2 [M, {x v y x ), M 2 (x 2 , y 2 )] po 

& -o mj e r u M 1 M: MM 2 = X. 

; Ako se tačke M 1 , M 2 i M (lik 

i / \ v _ 175.) projiciraju na koordinatne osi, 

f f | bit će M, M : MM, = 1\1 >: PP 2 =* 

L-i—i?—4-3: QiQ ■ QQ* (P° apsolutnoj vrije- 

' z dnosti i po predznaku); tačka P cli- 

jeli dakle dužinu P 1 P 2 , a tačka Q 

dužinu Q, Q 0 također po omjeru X. 
Lik 175. 2 o oom 

Stoga su (po § 232., 0 ) 

„_ x i ^ ^2 j , u __ Jh+\h koordinate tačke M. 

x —■ 1 + X J 1 + X 


P yr p a x 


Lik 175. 


x -j “j - X x 2 


1 + X 


koordinate tačke M. 


Dodatak. Polovištu dužine M, M 2 pripadaju koordinate ■ 
x ; x i + ^ 2 ; y = ft+ Kk., jer iz M X M = JOf 2 izlazi X = i. 

§ 237. Ploština trokuta, oj Izračunaj ploštinu P trokuta 
OAB (lik 176.), kojemu je jedan vrh ishodište 0 koordinatnoga su¬ 
stava, ako su zadane koordinate x v y v tačke A i koordinate x 2 , y 2 
tačke B. Postavi OA=r 1 , OB = r 2 , <£ XOA=a 1 , XOP — « 2 . 

Dobivamo P = -^-r, r 2 sin(a 2 — = 


r l r 2 (sin a 2 cos 04 — cos a 2 sin a x ) ili 


M 1 2 


P=^\r 2 


(Sl £l _% a\ = 1 ( 

\»2 »'l *2 p / 2 


x 2 y y ). 


Iz te formule izlazi za P pozitivna ili negativna vrijednost 
prema tome, da li je (a 2 - aj pozitivan ili negativan kut, t. j. 
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da li je pozitivna ili negativna ona vrtnja, što je zraka OA mora 
izvesti u trokutu OAB oko tačke 0, da dospije u položaj OB. 


b) Izračunaj ploštinu P trokuta 
ABC (lik 176.), kojemu su vrhovi 
tačke A (x v B (x 2 , y 2 ), C (x 3 , y s ). 
Uzmi A za ishodište novoga koor¬ 
dinatnoga sustava, kojemu su osi 
direktno usporedne s osima zada¬ 
noga. U tom novom sustavu pripa¬ 
daju tački B koordinate x 2 — x l i 
y 2 — y v tački C koordinate x 3 — x 1 
i y s — Vv 



Lik 176. 


Po prethodnom dobivamo 


P= Y r 0®2 — * 1 ) (Vs — Vi) — ( x s — * 1 ) (ž4 — 1 / 1 )] ih 

T}_ K-I (ž/a —ž/ 3 ) 4~ x 2 O /3 j ft) + x s {Vi ~~ ft) 


Apsolutna vrijednost od P jednaka je ploštini trokuta ABC. 

Kad izađe predznak tada bi se morala zraka AB vr¬ 
tjeti u trokutu ABC oko tačke A u pozitivnom smislu, da do¬ 
spije u položaj AC; kad izađe predznak —, bila bi ta vrtnja 
negativna. 

Dodaci. 1. Formula za ploštinu trokuta može se lako 
upamtiti, jer iz prvoga člana x 1 (y 2 — y s ) izlaze cikličnim izmje¬ 
njivanjem kazala 1, 2, 3 ostala dva člana. Pod cikličnim izmje¬ 
njivanjem kazala razumijeva se, da treba metnuti 2 namjesto 1 , 
3 namjesto 2, pa 1 namjesto 3. 

2. U specijalnim slučajevima može se izračunati ploština 
trokuta ili mnogokuta neposredno iz lika. Iz lika 176. izlazi naime 


ABC = BCP 3 P 2 + CAP X P, - BAP X P 2 = 


../(ft" i~ft) i x s —^2) I (^3 l 2 ^i) (^1 x s) g (S/g+žh) ( x i x z)' 


a otud izlazi prethodna formula. 

3. Pl5ština trokuta ABC jednaka je nuli ili različna od nule 
prema tome, da li su tačke A, B i C u istom pravcu ili nijesu 
u istom pravcu. Stoga je jednadžba 
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x i (ž / 2 “ 2 / 3 ) + x i (ž/a — 2 /i) + ^3 ( 2 /i — ž/ 2 ) = 0 i 11 otud izvedena 
{x 2 — *]) (</ g — 2 /j) — (x s — a^) («/ 2 — 2/i) = 0 ili napokon jednadžba 

y 2 ~ Vi = ^2 — 

2/3 2 /l ■Z'S *1 

nužni i dovoljni uvjet, da su tačke (x v j/ 2 ), (x a , y a ) i (« 3 , 2/s) Ll 
istom pravcu. 


II. OdsjeCak. 

Pravac. 

Jednadžba crte. 

§ 238. Promjenljive i nepromjenljive veličine u je¬ 
dnadžbi. Jednadžba među dva nepoznata broja x i y ima bes¬ 
konačno mnogo rješenja. Kad se naime za jednu nepoznanicu 
supstituiraju u jednadžbi kojegod vrijednosti, pa onda riješi je¬ 
dnadžba po drugoj nepoznanici, dobit će se pripadne vrijednosti 
za tu drugu nepoznanicu. Svake dvije vrijednosti nepoznanica 
x i y, što zajedno pripadaju i koje zadovoljavaju zadanu je¬ 
dnadžbu, jesu rješenje te jednadžbe. 

Na pr. Iz jednadžbe x-\-y = 6 dobivamo ova rješenja: 

ako je x — ... —3 J, —2, —1, 0, 1, 2, 3 i, 6, 8, .. ., 

bit će y = .. . 9 1, 8, 7, 6, 5, 4, 2 f, 0, —2, . .. 

Iz jednadžbe y = -^x 2 — x — 4 dobivamo: 

akoje«=...—3, —2, —1, 0, ' 1, 2, 3, 4,5, 6,.., 

bit će y = ... 3 |, 0, — 2 —4, —4 1, —4, — 2 1, 0, 3|, 8,. .. 

Po tome su x i »/promjenljive (varijabilne) veli¬ 
čine, dok se veličine, kojima uopće ili bar u istom zadatku 
pripadaju nepromjenljive vrijednosti, zovu nepromjenljive ili 
konstantne veličine. 

Hoćemo li izraziti, da je vrijednost koje promjenljive ve¬ 
ličine y ovisna 0 vrijednosti druge promjenljive veličine x, ka¬ 


žemo, da je y funkcija od x , no tada je x također funk¬ 
cija od y. 

§ 239. Urafičko predočivanje jednadžbe među dvije pro¬ 
mjenljive veličine. Ako se svake dvije skupa pripadne vrije¬ 
dnosti x r i y x , x 2 i y 2 , . . . promjenljivih veličina x i y, koje za¬ 
dovoljavaju zadanu jednadžbu među tim veličinama, uzmu kao 
pravokutne koordinate x i y tačaka M x , M a , .. ., pa te tačke na¬ 
crtaju, tada je svako rješenje zadane jednadžbe predočeno tačkom. 

Što je manja razlika dviju specijalnih vrijednosti x x i x 2 
promjenljive veličine x, to su uopće bliže tačke, koje su odre¬ 
đene koordinatama x v y x i x 2 , y 2 . Protječe li x sve realne, 
pozitivne i negativne vrijednosti od —00 do -j- 00 , opisuje po¬ 
mična tačka stanovitu crtu. Koordinate svake tačke te crte zado¬ 
voljavaju zadanu jednadžbu, 
ili drugim riječima: ta je crta 
geometrijsko mjesto svih ta¬ 
čaka, kojih koordinate zado¬ 
voljavaju zadanu jednadžbu. 

Stoga se kaže, da je ta crta 
geometrijska (grafička) 
predodžba (ili slika) zadane 
jednadžbe među x i y. 

Primjeri. 1. Da na¬ 
crtamo geometrijsku predo¬ 
džbu jednadžbe (ili kraće: je¬ 
dnadžbu) x-\-y = 6, upotrijebit 
ćemo rješenja u § 238.; dobiva 
se crta \ (lik 177.). 

2. Crta \ istoga lika predočuje jednadžbu y==~^~x 2 — x —4; 
upotrijebila su se rješenja, koja su poredana u § 238. 

3. Da dobijemo geometrijsku predodžbu jednadžbe «/ = sina;, 
nacrtat ćemo kružnicu, kojoj je središte ishodište 0 pravokutnoga 
koorđinatnoga sustava XOY (lik 178.) i kojoj je polumjer OA—l. 
Po § 110. bit će mjerni brojevi lukova AB, AC, AD, .. . lučne 
mjere, kutova AOB , AOC, AOD, .. ., a mjerni su brojevi dužina 
B X B, OC, B x B, . . . sinusi tih kutova, (sin AOE = 0.) 



X 
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Ako se dakle načini (lik 178.) 

x = 0. AB, AC, AD, AF, AF . . ., a pripadni 

y = 0, B,B, OC, D X Đ, 0, J\F, ..., 

onda je krivulja, koja se dade nacrtati dobivenim tačkama, geo¬ 
metrijska predodžba jednadžbe y = sin®, a zove se sinusoida. 



Lik 178. 


Dodatak. Grafička predodžba jednadžbe među dvije pro¬ 
mjenljive veličine upotrebljava se vrlo često, osobito u piiiodnim 
naukama, jer takova predodžba daje zornu sliku o međusobnoj 
suvislosti obiju promjenljivih veličina. Koordinate pojedinih ta- 
čaka određuju se često opažanjem, jer se međusobna suvislost 
dviju promjenljivih veličina (na pr. barometrove visine i vre¬ 
mena u istom mjestu, ili napetosti vodene pare i temperatuie) 
ne da svagda izraziti jednadžbama. 

§ 240. Jednadžba crte. Prethodni zadatak, koji zahtijeva, 
da nađemo crtu, koja je geometrijska predodžba zadane je¬ 
dnadžbe, dade se obrnuti. Kad je naime neka crta određena 
kojom konstrukcijom ili kojim karakterističnim svojstvom, može 
se zahtijevati, da se nađe jednadžba, koju zadovoljavaju koor¬ 
dinate x i y svake tačke ove crte. Budući da onda svake dvije 
skupa pripadne vrijednosti od x i y, koje su rješenje ove je¬ 
dnadžbe, određuju tačku zadane crte, kaže se, da je ta jednadžba 
analitički (računski) predstavmik zadane crte, ili ukratko: 
ona je jednadžba crte. 

Na pr. Pronađi jednadžbu kružnice, kojoj je središte ishodište 
0 pravokutnoga koordinatnoga sustava i kojoj je polumjer = r. 
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Daljina svake tačke M (x, y) te kružnice od središta 0 je¬ 
dnaka je zadanomu polumjeru, stoga je (po 234., 6) ~\Zx z -\-y 2 = r 
ili x 2 -f -y 2 = r 2 ; za tačku N, koja nije na kružnici, mora biti 
ON^r. Po tome je x 2 -\-y 2 ~r 2 jednadžba zadane kružnice. 

§ 241. Zadaci analitičke geometrije. Analitičkoj je geo¬ 
metriji zadatak 

a) da izvodi jednadžbe zadanih crta; 

b) da s pomoću jednadžbi, dakle računskim postupkom, 
pronađe svojstva crta; 

c) da preinačivanjem i sastavljanjem jednadžbi, koje pri¬ 
padaju stanovitim crtama, rješava zadatke o tim crtama; 

d) da iz jednadžbe među dvije promjenljive veličine pro¬ 
nađe njoj pripadnu geometrijsku predodžbu. 

U onom, što dolazi, ispitivat ćemo analitičkim načinom crte, 
koje se dadu predstavljati jednadžbama prvoga i drugoga stepena. 


Jednadžba pravca. 

§ 242. Pravac potegnut ishodištem. Pravac p (lik 179.), 
koji je potegnut ishodištem 0 koordinatnoga sustava, određenje 
kutom (xp) = a, što ga pravac p čini y 

s pozitivnim smjerom osi x. 

Pod kutom (pop) pravca p i po- ' 

zitivnoga smjera osi x razumijeva se x- , ,' - C —v 

svagda konkavni kut, koji postaje, 

kad se os x vrti oko svoga sjecišta ' y 

s pravcem p, i to u pozitivnom smislu ^ 1?g 

(dakle prema pozitivnom smjeru osi 

y), dok ne dospije u položaj pravca p. 

Za kojugod tačku M (x,y) zrake OS pravca p imamo 
PM y , 

w=i 

za kojugod tačku M l (x l , y x ) zrake OS x istoga pravca imamo 

F Š;= ^- = tg(« + 2B)=tga. 

Označimo li dakle slovima x i y koordinate kojegod tačke 
pravca p, pa postavimo li tga = a, svagda je y = ax. Da koordi- 
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nate ishodišta takođei’ zadovoljavaju tu jednadžbu, uvjerit ćemo 
se supstitucijom x — 0 i y = 0. 

Nasuprot ne mogu zadovoljavati jednadžbu y = ax koordinate 
kojegod tačke N (lik 179.), koja je izvan pravca p. 

Kad bi naime njezine koordinate zadovoljavale tu jednadžbu, 
imali bismo PN=a. OP. no ujedno bismo imali PM—a. OP, 
gdje je M sjecište pravaca p i PN, pa bi stoga moralo biti 
PN = PM ; no to bi se protivilo pretpostavci, daje N izvan 
pravca p. 

Stoga je y — ax jednadžba pravca p. 

Dodaci. 1. Konstanta a = tg a, što je u jednadžbi pravca, zove 
se konstanta smjera ili koeficijent smjera toga pravca. 

2. Jednadžba apscisne osi je y =0, a jednadžba ordinatne osi 
je x = 0. 0 tom se možemo direktno osvjedočiti, ali i tako, da 
u jednadžbi y = x tga supstituiramo a = 0, a da u jednadžbi 
x = y cotg a supstituiramo a = B. 

§ 243. Pravac u opeenom položaju. Položaj pravca p (lik 
180.) određen je kojomgod njegovom tačkom M 0 (x 0 , y 0 ) i kutom 

(xp) — a. Uzmemo li tačku M 0 za 
ishodište novoga koordinatnoga su¬ 
stava, kojemu su osi direktno uspo¬ 
redne s osima prvoga, pa jesu li x‘ 
i y‘ koordinate kojegod tačke M 
pravca p , i to s obzirom na novi 
koordinatni sustav, tada je y‘ = ax‘, 
gdje je a = tga. 

No budući da je x‘—x — x 0 i 

y‘ = y — y<>, kit će 

y — y 0 = a (* — x 0 ) . . . i) 

jednadžba pravca p s obzirom na prvi sustav, jer ona 
vrijedi, isto tako kao jednadžba y‘ = ax‘, za svetačke pravca p, 
ali samo za ove tačke. 

Ako se uzme, da je mjesto tačke M 0 zadana tačka B, u 
kojoj pravac p siječe ordinatnu os, pa postavi li se OB — b, 

tada je ' x 0 — 0, y 0 = b, te stoga je y = ax-\-b . . . 2) 


jednadžba pravca to je najj ednostaviji oblik je¬ 
dnadžbe pravca. 

Dodatak. Jednadžba pravca, koji je usporedan s apscisnom 
osju u razmaku y 0 , jest y = y 0 ; jednadžba pravca, koji je usporedan 
s ordinatnom osju u razmaku x 0 , jest x = x 0 . 0 tom se možemo 
direktno osvjedočiti, ali i tako, da u jednadžbi y — y 0 = tg a (x — x 0 ) 
supstituiramo a = 0, a u jednadžbi x — A’ 0 = cotga(a?— x 0 ) sup¬ 
stituiramo a = R. 

§ 244. Poučak. Geometrijsko mjesto ta-čaka, kojih 
koordinate zadovoljavaju općenu jednadžbu prvoga 
stepe na Ax -\- B y C—0, jest pravac. 

Dokaz. Ako su x 1 i y v x., i y 2 , x s i y s kojagod tri rješenja 
jednadžbe Ax + By + <7 = 0, bit će tačke M , {x v y t ), M 2 (« ž ,y ž ), 
M s (x 3 ,y 3 ) tri tačke crte, koja je geometrijska predodžba te je- 
" dnadžbe. 

Po pretpostavci imamo 

Ax 1 B y 1 -j- (7 = 0, 

A x. 2 -j- B y% -j- <7=0, 

Ax 3 -{- By 3 -\- (7 = 0. 

Ak o se prva jednadžba odbije od druge i treće, dobiva se 
A (x 2 x±) -j- B i/j) = 0, 

A (x a — x x ) -(- B(y s —y 1 ) = 0, pa otud izlazi 

V' 1 — x z x i . ; št 0 kazuje, da su tačke 

2<3 Vi x i 

M v M. 2 , M 3 u istom pravcu (§ 237., 3. dodatak). 

Budući da su te tri tačke po volji odabrane u crti, koja je 
geometrijska predodžba jednadžbe Ax By -j- (7=0, izlazi, da 
je ta crta upravna ili pravac. Otud se dade protumačiti, 
zašto se jednadžba prvoga stepena zove „linearna jednadžba". 

Jednadžba Ax-\-By-\- (7=0 zove se općena j ednadžba 
pravca, jer je svaka draga jednadžba pravca sadržana u toj 
jednadžbi kao specijalan slučaj. 

a) Specijalni slučaji. Jednadžba Ax -)- By -)- G = 0 
prelazi uz 4 = 0 u By-\-C = 0, a to je jednadžba pravca, koji je 
usporedan s osju x. Uz B = 0 dobiva se Ax-j- (7=0, a to je 


r r 
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jednadžba pravca, koji je usporedan s osju y. Uz (7—0 dobivaše 
Ax-\-By = 0, a to je jednadžba pravca, koji je potegnut isho¬ 
dištem 0, jer je zadovoljavaju ® = 0 i y = 0. 

b) Koeficijent smjera. Kad se jednadžba Ax-\-By + (7=0 

A- C r _ 

• • . V.I__ « /-l /-v’KlTT'O CD 4/ - - - T, - — 


pravca p riješi po y, dobiva se y 


r . Ispoređiva- 


njem te jednadžbe s jednadžbom y = ax-\-l razabiramo, da je 
— A koeficijent smjera zadanoga pravca, a — -g odsječak u 

B ' 

osi y. Konkavni kut (xp), koji zadovoljava jednadžbu tg {x p) = , 

jest kut pravca p i pozitivnoga smjera osi®. 

c) Konstrukcija pravca. Da konstruiramo pravac 
AxA-By-\- (7 = 0, odredimo kojegod dvije njegove tačke M 1 \M^ 
uzevši po volji jednu koordinatu svake tačke, pa izračunavši 
onda iz jednadžbe njoj pripadnu vrijednost druge koordinate. 

Uopće je najzgodnije, da odredimo tačke, u kojima pravac 
siječe koordinatne osi, postavivši najprije y == 0, zatim ®==0, 
pa izračunavši onda pripadni x, odnosno y. 

§ 245. Segmentna jednadžba pravca. Neka je Lx-\-My-\^ 
— 0 općena jednadžba pravca p. Za tačku (7 (lik 180.), u 
kojoj p siječe os ®, bit će y = 0. Postavimo li 0C=c, moraju 
koordinate x = c, y = 0 zadovoljavati jednadžbu pravca. Dakle 
je L<%+N = 0, pa otud izlazi 

Tački B, u kojoj pravac p siječe os y , pripadaju koordinate 
x _ o i y= OB = b ; ove koordinate moraju također zadovolja¬ 
vati jednadžbu pravca. Dakle je -M& + JV== 0, pa otud se dobiva 


Podijelimo li općenu jednažbu Lx + My + N —0 brojem 
— N, dobiva se 

L X J. _A—« = i ili, s obzirom na 1) i 2), 

_AT ' — AT 


c 


To je segmentna jednadžba pravca, jer su c i l 
odresci (segmenti), što ih pravac odsijeca od OX (ili OXj) i od 
OY (ili Olj). 

§ 246. Normalni oblik jednadžbe pravca. Neka je (lik 
181.) Z zadan pravac, dužina OA _|_ Z, <C XOA = a; položaj pravca 
l određen je kutom a i dužinom y 

OA=p. Kut a treba mjeriti od po¬ 
zitivnoga smjera apscisne osi u smjeru 
pozitivne vrtnje, i to od 0° do 4 R\ 
dužina p uzimlje se kao apsolutna j- 
veličina. 

Ak o su a; i y koordinate koje¬ 
god tačke M pravca Z, ari tp njezine 
polarne koordinate uz 0 kao pol i uz 
OX kao polarnu os, izlazi iz trokuta OAM , da je za sve tačke 
pravca Z, i to samo za ove, 

r cos (ot— tp)=p 1) Hi 

r cos tp cos a -j -r sin tp sin a — p = 0. 

No budući da je r costp = ®, r sintp — y (§ 234., 6), do¬ 
biva se 

x cos a -[- y sina — p = 0 . . . 2), 

a ta jednažba vrijedi, isto tako kao ona kod 1), za sve tačke 
pravca Z, i to samo za ove; ona se zove normalni oblik 
jednadžbe pravca. 

Dodatak. Jednadžba 1), koju moraju zadovoljavati po¬ 
larne koordinate r i tp svake tačke M pravca Z, zove se p o- 
larna jednadžba toga pravca; u njoj su a i p konstantne, 
r i tp promjenljive veličine. 

§ 247. Transformacija jednađžbe Ax J r By-\- C=0 pravca 
l na normalni oblik. Ako se jednadžba 

Ax + By^ C=0 . . . 1) 

pomnoži kojimgod konstantnim, konačnim, od nule različnim 
brojem X, tada će novu jednadžbu 

\Ax + \By + \C^0 ... 2) 

zadovoljavati sve skupa pripadne vrijednosti od a; i y, koje za- 
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dovoljavaju jednadžbu 1), i to samo ove. Obje jednadžbe, pred¬ 
stavljaju dakle isti pravac. 

Da jednadžba 2) dobije normalni oblik 

x cos a -)- V sin a — P — 0 ... 3) 
treba X tako odabrati, da bude 

).i= cos a, X _B = sin a, X G = — p. 

Iz prve i druge jednadžbe izlazi 

(' A 2 + X " = 1 lh X = ± J/42 + B 2 ’ 

a s obzirom na treću treba kvadratnom korijenu dati takav pred¬ 
znak, da bude \G=—p. Budući da je p svagda pozitivno (§ 
246.), mora biti X C negativno. Po tome je 

Ax-\-By-\- G _ 0 

± y a 2 + b 2 

normalni oblik jednadžbe pravca l, no kvadratni korijen I 
treći član G moraju biti nejednako označeni. 

Primjer. 1) Iz x-\-y — 1=0 dobiva se normalni oblik 

x -\~y • ^ __ q 


11 I 

Dakle je cos tp = y=, sin cp = =p=, <p = 45 °> P •= 

2) Iz x — y J r 1=0 dobiva se normalni oblik 

® y i_ q 

1 1 K 1 
Dakle je cos tp = sm ^ = J/T’ ? = 13 °°’ ° = j/T* 

Verificiraj rezultate tih primjera nacrtavši pravce. 


Zadaci o pravcu. 

§ 248. Sjecište dvaju pravaca. Neka su Ax + By T 6' = 0 r 
4^ _|_iB l2/ -(- G x = 0 jednadžbe dvaju pravaca p i Budući da 
je njihovo sjecište u oba pravca, moraju koordinate sjecišta zado¬ 


voljavati obje jednadžbe; stoga se one izračunavaju, kad se te 
jednadžbe riješe po x i y. Dobiva se 


BC X — B X G 
AB X — A X B ' 


CA X — G X A ' 
AB X — A X B ’ 


Dobit će se svagda konačne i posve određene vrijednosti 

A A 

za x i y, osim onda, kad je AB X — A X B = 0 ili -g- = -gk u tom 

su slučaju koeficijenti smjerova za y _ p 

oba pravca jednaki, te stoga su pravci / 

usporedni. J/Tm 

“jKA-A - 

§ 249. Kut dvaju pravaca. 

Pod kutom (ppj) dvaju pravaca p a; o' ~/ - x 

i p x (lik 182.), koji se sijeku u / 

tački S, razumijeva se kut, koji po- / 

staje, kad se vrti pravac p oko tačke 
$ u pozitivnom smislu, dok ne do¬ 
spije u položaj pravca p x . Po tome dobivamo 


(xp) 4- (pp x ) = (xp l ) ili 
(pp x ) — (xp x ) — ( xp ). Otud izlazi 


tg (P Pi) 


tg {xp x ) - - tg {xp) 

I + tg \xp x ) tg (xp) ‘ 


Ako su dakle a i a x koeficijenti smjerova pravaca p i p x , 
onda je 


tg [xp) = a = -g-, tg (xp x ) = a x = 


L , pa stoga je 


tglPPi) 


— ili to- (pn.) = 


Posljeci. 1. Dva su pravca usporedna, kad su 
njihovi koeficijenti smjerova jednaki; ujedno vri¬ 
jedi i obrnuti poučak. 

Uzmemo li naime, da je (pih) = 0 ili =2 B, bit će 
tg {PPi) = 0, a to se dešava, kad je a x —a = o ili a x = a. 

U osobitom slučaju, kad su oba pravca okomita na osi y 
bit će očigledno, da su pravci među sobom usporedni. 

Segen: Geometrija ga više razrede srednjih škola. 


16 
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2. Dva su pravca međusobno okomita, kad je 
koeficijent smjera jednoga pravca jednak reci¬ 
pročnoj vrijednosti koeficijenta smjera drugoga 
uzetoj s protivnim predznakom; ujedno vrijedi i 
obrnuti p oučak. 

Uzmemo li naime, da postaje (pp x ) prav kut, onda tg (pp L ) 
postaje neizmjerno veliko, no dok su a i a x konačne vrijednosti, 
moguće je to onda, kad bude nazivnik l-l-an^O. Otud iz¬ 
lazi aa x = — 1 ili a L — — ■ 

Izuzetak će biti, kad je jedan pravac usporedan s osju x, 
a drugi s osju y, ali u tom je slučaju očigledno, da su ti pravci 
međusobno okomiti. 

§ 250. Pravac potegnut zadanom tačkom. Po §. 243. imamo, 
da je y — y 0 — a {x — x 0 ) jednadžba pravca, koji je potegnut 
tačkom M 0 {x Q y 0 ). 

Koeficijent smjera a ostaje neodređen, dok se ne zadaje 
još jedan uvjet za položaj pravca. Na pr.: 

Odredi jednadžbu pravcap, koji je tačkom 
M 0 (x 0 , y 0 ) potegnut a) usporedno s pravcem y = a l x^-b l , 
b) okomito na taj pravac. 

Budući da je pravac p potegnut tačkom M 0 (x 0 , y 0 ), njegova 
je jednadžba y — y 0 =-a{x — ® 0 ), a budući da mora biti usporedan 
sa zadanim pravcem, treba da bude a a v 

Stoga je y — y 0 = a 1 {x — x 0 ) jednadžba pravca p. 

Posve analognim postupkom dobivamo, da je 

y — ž/ 0 = — 7T 

jednadžba pravca, koji je tačkom M 0 (x 0 , y 0 ) potegnut okomito 
na pravac y — a x x-\-b v 

§ 251. Pravac potegnut dvjema tačkama. Da M x (x v y t ) 

i i!/.,' (x 2 , y 2 ) budu tačke pravca p. kojega je jednadžba 
y = ax -(- b . . . 1 ), 

moraju njihove koordinate zadovoljavati tu jednadžbu; mora dakle 

biti 

y x = ax x -)- b . . . 2) i «/ 2 ?= ax 2 -)- b . . . 3). 

Ove jednadžbe treba riješiti po a i b, pa zatim treba do¬ 


i I 


bivene rezultate supstituirati u jednadžbi 1); ohđa su nepoznate 
konstante a i b izražene s pomoću koordinata zadanih tačaka. 

Zgodniji je ovaj postupak: odbijemo li jednadžbu 2) od 1), 
pa zatim od 3), dobit ćemo 

y — y, = a {x — *,) i y 2 — y x = a (x 2 — ® x ), a otud se dobiva 


V — Pi= ^ ( x ~ x i) 


x x ), a otud se dobiva 
. . 4), 


a to je tražena jednadžba pravca 'p. 

Do istoga se rezultata dolazi s pomoću 3. dodatka u § 237., 
kad se napiše jednadžba, koja izrazuje, da su M x (® lt y x ), M 2 (x 2 y 2 ) 
i kojagod treća tačka M (x, y) u istom pravcu. 

D o d at alt. Ako je x x = x 2 , tada je x = x h jednadžba pravca 
M x M 2 \ ako je y x = y. 2 , bit će y = y x jednadžba toga pravca. 

§ 252. Daljina tačke od pravca. Neka je M 0 (x 0 , y 0 ) za¬ 
dana tačka, a x cos a -) -y sin a — p — 0 normalni oblik jednadžbe 
zadana pravca l. 

Daljina d tačke M () od pravca l jest f 

pozitivna ili negativna prema tome, da ^ 

li je ona istoga smjera kao p ili su- / N \/ / 

protnog smjera od p. /r- * / 

Potegnemo li tačkom M 0 pravac V x > / o 'p-^/ x 

usporedno s pravcem l, bit će ishodište / 

0 ili ' u pruzi između l i V ili izvan te 

Y, 

pruge. 

a) Ako je 0 u pruzi IV (lik 183.),tra- iaJ ' 


A 

U* / 


f 

/ 

/ 0 

f L> y 



/ 

K 



Lik 

ibB. 


. V 

je 



-p‘ 

= 0 

ili 


= 0. 





x cos (a 2 B) -)- y sin (a -f- 2 Ii) — p‘ *= 0 ili 
— x cos a — y sin a — p‘ = 0. 

Budući da je M 0 tačka pravca V, moraju koordinate x 0 , y 0 
zadovoljavati jednadžbu toga pravca; stoga je 

— x 0 cos a •— y 0 sin a — p‘ = 0, a otud izlazi 
p‘ = — x 0 cos a — y 0 sin a. Po tome je 
d = p p‘ = p — x a cos a — y Q sin a ili 

d = — (x 0 cos a -f- y 0 sin a — p). 
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b) Ako je 0 izvan pruge l V (likovi 184., a i 6), tražena je 
daljina d s obzirom na predznak i apsolutnu veličinu jednaka 



Lik 184. a) Lik 184. b) 

razlici p—p‘- U liku su 184., a) d i p istoga smjera, a d je po¬ 
zitivno, jer je p>p‘\ u liku su 184., b) cl i p suprotnoga smjera, 
a d je negativno, jer je p <ip‘- No u oba je slučaja jednadžba 
pravca V ova: x cosa-|- y sina — p‘ = 0. 

Budući da je M 0 tačka pravca V , mora biti 

x 0 cosa -(- y 0 sina — p‘ = 0, pa otud izlazi 
p‘ = x 0 cosa -|- y 0 sina. 

Po tome je d=p —p'=p — x 0 cosa — y 0 sina ili 
cl = — {x 0 cosa -f- y 0 sina — p). 


Da se dakle izračuna daljina d tačke od pravca, 
moramo u normalnom obliku njegove jednadžbe za¬ 
mijeniti promjenljive koordinate koordinatama za¬ 
dane tačke, pa pomnožiti rezultat supstitucije sa 
— 1 . 

Zadana tačka i ishodište koordinatnoga sustava na istoj su 
strani pravca, ako izlazi za d pozitivna vrijednost; oni su na 
suprotnim stranama pravca, ako izlazi za d negativna vrijednost. 

Ako je jednadžba pravca zadana u općenom obliku Ax -(- 
By (7=0, izračunat ćemo daljinu d tačke M 0 (x Q , y 0 ) od toga 
pravca iz formule 


Ax 0 -f- By 0 0 


gdje su korijen i 


treći član G nejednako označeni (§ 247.). 


Dodatak. Daljina p ishodišta 0 (0,0) od pravca Ax-\- 
By J r (7 = 0 jest: 


* 
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p =- — (isporedi § 247.). 

Primjer. Daljina d x tačke M 1 (1, 1) od pravca 
3 £ — iy -|- 6 = 0 jest: 

d, = —• ^ - = 1; M, i 0 na istoj su 

— 5 

strani pravca. 

Daljina d 2 tačke M 2 (—2, 2‘5) od istoga pravca jest: 

čL = -=— 1 — = — 2; 717) i 0 na su¬ 


protnim su stranama pravca. 

§ 253. Simetrala kuta. Neka su dva pravca \ i l 2 , koji 
se sijeku, zadani svojim jednadžbama x cos a l -\-y sina x — p x = 0 
i x cos a 2 -|- y sin a 2 — p 2 = 0, pa neka su s x i s 2 simetrale kutova 
tih pravaca (lik 185.). y L 

a) Ako je M (£, -q) kojagod 
tačka simetrale s,, njezine da¬ 
ljine MN X i MN 2 od pravaca \ 
i l 2 moraju biti jednake, no one 
imaju jednake predznake, ako 
je ishodište 0 koordinatnoga 
sustava između krakova jednoga 
od oba kuta, što ih raspolavija s v 

U tom slučaju bit će dakle 
MN X = MN 2 ili 

— (£ cos x 1 -j- 7) sin a x — p) = — (i cos a 2 -|- tj sin a 3 — p 2 ). 

Budući da koordinate ?, 'q svake tačke 717 simetrale s x za¬ 
dovoljavaju tu jednadžbu, a budući da to vrijedi samo za koor¬ 
dinate tih tačaka, prethodna je jednadžba stoga jednadžba si¬ 
metrale Sj. 

Označimo li promjenljive koordinate u toj jednadžbi slo¬ 
vima x i y namjesto slovima i i vj, može se ona svesti na oblik 
{x cos a x -j -y sin a l —p x ) — (x cos a 2 -|- y sin a 2 —p 2 )=0 ... 1). 

Otud razabiramo, da se dobiva jednadžba simetrale s v kad 
se od normalnoga oblika jednadžbe pravca odbije normalni 
oblik jednadžbe pravca l 2 . 



Lik 185. 
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b) Posve analognim promatranjem dobivamo, da je 
(% cos Oj 4- V sin — p x ) + cos a 2 -f- y sin a 2 — p 2 ) 2) 

jednadžba simetrale s 2 ; ta se jednadžba dobiva, kad se zbroje 
normalni oblici jednadžbi pravaca l x i l 2 . 

Ako je naime B kojagod tačka simetrale s 2 , njezine daljine 
BT X i BT 2 od pravaca \ i i, moraju biti jednake, no njima pri¬ 
padaju protivni predznaci, jer ishodište 0 nije između krakova 
kutova, što ih raspolavlja s 2 \ stoga je BT 1 = — BT 2 ili BT X - f- 
BT n — 0 i t. d. kao pod a). 

Primjer. Neka su 3®-j-4 y — 9 — 0 i 12a; —(— 5 y — 3 = 0 
jednadžbe dvaju pravaca \ i l 2 ; jednadžbe simetrala s x i s 2 ku¬ 
tova, što ih čine \ i l 2 , glase 

3x-\-iy — 9 \%x-\-by — 3 __ n .,. 

5 + 13 “ 

lx — 9y-)-34 = 0 i 9«-)-7 y —12 = 0. 

Dodatak. Ako se iz jednadžbi 
A x x — j— B x y —[— G x = 0 i A, x -j— B 2 y — j - G 2 0 . 1) 

dvaju pravaca \ i l 2 izvodi nova jednadžba 

(A 1 x -j- -Bj y -j- C x ) -)- X (A 2 x -j- B 2 y -j- C 2 ) — 0 . . . 2), 

gdje je X kojigod neimenovan realan broj, nova je jednadžba 2) 
jednadžba pravca, koji je potegnut sjecištem pravaca l v l 2 . 0 
tom se osvjeđočavamo ovako: 

Jednadžba 2) jamačno je prvoga stepena s obzirom na x i y, 
a zadovoljavat će je one vrijednosti za x i y, i to samo one, 
koje zadovoljavaju jednadžbe kod 1). 

§ 254. Primjena. Dokaži s pomoću analitičke geo¬ 
metrije, da se u jednoj tački sijeku a) simetrale ku¬ 
tova trokuta, b) simetrale njegovih stranica, cj vi¬ 
sine trokuta, d) težišnice trokuta. 

Dokazi, a) Jednadžbe pravaca l v l 2 , l. A , u kojima su stra¬ 
nice trokuta, neka su zadane u normalnom obliku, a zarad 
kratkoće označujemo te jednadžbe simbolima B 1 = 0, P 2 — 

P 3 = 0. Ako se pretpostavi, da je ishodište 0 koordinatnoga 
sustava u trokutu, koji je omeđen tim pravcima, onda su 
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P, — p„ = 0, P 3 — P 1 = o, P 4 — P 2 = 0 jednadžbe sime¬ 
trala s x , s.„ s 3 unutarnjih kutova toga trokuta. Zbrojivši prve 
dvije prethodne jednadžbe dobivamo P 2 — Pj = 0 ih P 1 — P 2 = 0, 
dakle treću jednadžbu; stoga je sjecište simetrala s 4 i s 2 u si- 
metrali s s (po dodatku u § 253.). 

b) Neka su A{x v y x ), B> {x 2 , y 2 ), C(*„y B ) vrhovi zadanoga 
trokuta. Simetrala s 1 stranice BG geometrijsko je mjesto svih 
tačaka, koje su jednako udaljene od P i C: koordinate x, y ko~ 
jegod tačke simetrale moraju dakle zadovoljavati jednadžbu 

{x - x 9 y + (y — y 2 ) 2 = (x — * 3 ) 2 + [y — ž/ 3) 2 m 
2* {x s - x 2 ) + 2 y (t h - y 2 ) - - x 2 2 ) - (ž/ 3 2 — % 2 ) = 0 • • • ! )• 

Analognim se postupkom dobivaju jednadžbe simetrala s 2 is 3 
stranica GA i AB\ te su jednadžbe ove: 

2 x (x x — x s ) + 2 y (ij l — y. A ) — (ah 2 — x 2 ) — “ — y s ~) = 0 .., 2) i 

V,x(x 2 — x 1 )-\-^y{y 2 — 2/i) — (V — V) — ( l J^— ž/i 2 ) = 0 3 )- 

Ako se zbroje jednadžbe 2) i 3), pa dobivena jednadžba po¬ 
množi sa —1, izlazi jednadžba 1); stoga je sjecište simetrala s 2 
i s 3 u simetrah Sj. 

c) Pravcu « x , koji je tačkom A(x v y 1 ) potegnut okomito 
na pravac BC\B(x 2 , y 2 ), 0(x :i , y A ) ], pripada jednadžba 

y% y 3 

(x — x 2 ) {x 2 — x s ) -p ( 2 / — y 1 ) — 2 / 3 ) =° • • • 1 )- 

Pravcima v 2 i v 3 , koji su s tačke P, odnosilo s tačke C , 
potegnuti okomito na suprotnoj stranici, pripadaju jednadžbe 

(x — £,) ( x 3 — x x ) -j - {y — y 2 ) ( 2/3 2 / 1 ) — 0 • • ■ 2) i 

( x — x‘ s ) ( x x — x 2 ) -j- (y —- 2/3) (y 1 2/2) — P • • • 3 ) • 

Ako se zbroje dvije od tih jednadžbi, pa dobivena jednadžba 
pomnoži sa — 1, izlazi treća; stoga se pravci v v v 2 , v 3 sijeku u 
jednoj tački. 

đ) Pravcu t v koji je potegnut tačkom A (x v y x ) i polovištem 

/ x 2 ■" x 3 , y 2 ~4~ ž/ 3 _^ dužine BG, pripada jednadžba 
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y — «/i = ~t~ ^ - (® — «j) ili 

y Jl x i + x, i — c 2x 1 y u 

x(y 2 -\-y a — 2 y x ) — V (*s 4 “ *3 — 2 %) — «, (v 2 + V3) + 

Vi (^ + a; 3 ) = 0 - 

Pravcu 4 , koji je potegnut tačkom !>' i polovištem dužine 
d 0, pripada jednadžba 

* (v 3 + Vi — 2 v 2 ) — V (*« + ^ — 2 ® 2 ) — ® 2 (v 3 4~ 2 / 1 ) + 

V-2 (®S "i" ®l) = °> 

a pravcu 4 , koji je potegnut tačkom 0 i polovištem dužine AB, 
pripada jednadžba 

x (y 1 + y 2 — 2 v 3 ) - + — *3 (ž/1+2/2) + 

v 3 {x x 4- ® 2 ) = 0. 

Ak o se zbroje dvije od tih jednadžbi, pa dobivena jednadžba 
pomnoži sa —1, izlazi treća; stoga se pravci t v 4 , 4 sijeku 
u jednoj tački. 


III. Odsječak. 

Kružnica. 

g 255. Općenajednadžba kružnice. Ako je tačka G (p, q) sre¬ 
dište, r polumjer zadane kružnice 7c (lik 186.), tada je daljina svake 

njezine tačke M (x, y) od sre- 
MA' dišta 0 jednaka r\ daljina svake 

/ iV \ druge tačke N ravnine ili je veća 

| \c ili manja od r. Stoga za sve tačke 

\f \ y4 kružnice 7b, i to samo ove, vrijedi je- 

O x V-4— ^ dnadžba|/(x— pf+{y — qf = r 

-%/ ? 1 ~ ili (x — p) 2 + (V — i) 2 — i' 2 - 

117 To je općena jedna- 

Lik 186. džba kružnice. 

Dodaci, i. Kad se izvode sve operacije, koje.su nazna¬ 
čene u općenoj jednadžbi kružnice, dobiva ona oblik 
x 2 y 2 -\-ax -\-~by -\-c = 0 . . . 1 ). 


249 


Obrnuto: Ako je zadana jednadžba 1), mogu se iz te je¬ 
dnadžbe izračunati koordinate p. q središta i polumjer r kružnice, 
i to ovim transformacijama: 

„ , , a 2 , , , / , b 2 a 2 -f- b 2 

x- + ax-\-^ r -j-r^ r by + - T -= - j -c, 


(* + t) + ( y +t) — 


1 _ a 2 4-7> 2 - 


Otud se razabira, da je 

p = -^ , q = — f= J/ , no treba da bude 

a 2 -f & 2 >4c. 

Primjer. 2® 2 -j- 2 y 2 — 20 x -)- 16 y -)- 82 = 0, 


® 2 + V 2 — 10® + 8 y -j- 16 = 0, 


(x - 5) 2 + (y + 4) 2 - 25 - 16 + 16 = 0, 
(x — 5) 2 4- (v 4" ^) 2 = -5 i dakle je 
P = 5, 2 = — 4, r = 5. 


2. Po prethodnomu je općena jednadžba kružnice kva¬ 
dratna s obzirom na x i y, no obrnuto: općena kvadratna je¬ 
dnadžba 

Ax 2 4- By 2 4 - 2 Cxy 2 Dx 4- 2 Ey -j- F= 0 
bit će jednadžba kružnice, ako je 

A > 0, A = S, 0=0, D 2 B 2 > AF, 

jer samo onda, kad su ispunjeni ti uvjeti, možemo prethodnu 
jednadžbu svesti na oblik, što ga 
mora imati općena jednadžba 
kružnice. 

§ 256. Vršna i središnja 
jednadžba kružnice, a) Ako je 

središte C kružnice u zraci OX 
(lik 187.), a ishodište 0 tačka 
kružpice, tada mora da je u op¬ 
ćenoj jednadžbi kružnice 2 = 0, 
p = r; stoga ona dobiva oblik 
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( a ; _,.) 2 J _^ = ,,2 iU 

y 2 =2 rx — x*\ 

ta se jednadžba zove vršna jednadžba kružnice. 

b) Ako je središte G kružnice ishodište koorđinatnoga su¬ 
stava, tada mora da je u općenoj jednadžbi kružnice p = q_ = 0; 
ona stoga dobiva oblik 

x 2 -j- y' 2 = r 2 , koji se zove i 

središnja jednadžba kružnice. 

§ 257. Diskusija jednadžbe m 2 -H/ 3 = i’ 2 . Pod diskusi¬ 
jom jednadžbe razumijevamo, da treba iz jednadžbe izvesti naj¬ 
hitnija svojstva njoj pripadne krivulje. 

a) Tačkama, u kojima os x si¬ 
ječe krivulju, pripadaju ordinate y = 0, 
a njihove se apscise dobivaju iz je¬ 
dnadžbe x 2 + y 2 = r 2 , kad se u nju 
umetne y = 0. Izlazi x = i r. Da se 
dobiju koordinate tačaka, u kojima 
krivulja siječe os y , postavimo u nje¬ 
zinoj jednadžbi x = 0; izaći će y = 

Zadana krivulja siječe dakle ko- 
orđinatne osi u ove četiri tačke (lik 
188 .): 

A (r, 0), B (— r, 0), G (0, r), D (0, - r). 
b) Iz £B 2 + y 2 = r 2 izlazi y=± J/r 2 — x 2 . 

Kad je apsolutna vrijednost apscise x manja od r, bit će 
x 2 < r 2 ; stoga svakoj takvoj apscisi pripadaju dvije ordinate BM ] 
i PM V kojima su apsolutne vrijednosti jednake, no imaju pro¬ 
tivne predznake. Samo za x=±r dobiva se y = 0. Kad je 
apsolutna vrijednost apscise i veća od r, onda je x 2 > r 2 ; stoga 
je pripadna ordinata y imaginarna, a to dokazuje, da nema u krivulji 
tačke, kojoj bi apscisa imala veću apsolutnu vrijednost od polu¬ 
mjera r. Po tome je promatrana krivulja simetrična s obzirom 
na os x te se nalazi posve između pravaca, koji su tačkama A 
i B potegnuti usporedno s osju y. Između tih usporednica 
postaju apsolutne vrijednosti ordinata sve manje, kad raste 
apsolutna vrijednost apscise. 


c) Analognim načinom dobivamo iz x= i \/r 2 — y 2 , da je 
krivulja također simetrična s obzirom na os y i da je posve iz¬ 
među pravaca, koji su tačkama G i D potegnuti usporedno s osju 
x ; između tih pravaca postaju apsolutne vrijednosti apscisa sve 
manje, kad raste apsolutna vrijednost ordinate. 

cl) Ako je M x (x v y/\ kojagod tačka promatrane krivulje, 
bit će x 2 -j- y 2 = r 2 . Otud izlazi OM l == j /x 2 -\-y 2 = r, t. j. 
sve su tačke krivulje jednako udaljene od ishodišta 0, a ta daljina 
jednaka je r. Time saznadosmo karakteristično svojstvo kružnice 
i ujedno geometrijsko značenje veličine r. 

e) Ako je M l (x v y l ) kojagod tačka promatrane krivulje, bit 
će x x 2 -| - y 2 = r 2 , pa (— x 1 ) 2 -(- (— y/) 2 = r 2 ; stoga je tačka ili,,, 
kojoj su koordinate — x x i —• y v također tačka krivulje. 

Budući da je ishodište 0 polovište tetive M X M 2 (§ 236., 
dodatak), raspolavlja ono svaku tetivu, koja je njime polegnuta, 
pa stoga je krivulja centrično simetrična s obzirom na tačku 0. 

§ 258. Zadaci, a) Zajedničke tačke kružnice i 
pravca. Jesu li kružnica i pravac zadani svojim jednadžbama 

{x— p) 2 -f (y — q) 2 = r 2 i 

Ax + By + <7=0, 

moraju koordinate njihovih zajedničkih tačaka zadovoljavati obje 
zadane jednadžbe; one se stoga izračunavaju, da se uzmu obje 
jednadžbe kao sustav ođređbenih jednadžbi, pa da ih riješimo 
po x i y. Dobit će se svagda dva rješenja. Prema tome, da li 
su ta rješenja realna i različna, realna i jednaka ili kompleksna,, 
pravac je sekanta kružnice, tangenta kružnice ili nema s njom 
nikakovih zajedničkih tačaka. 

Položaj pravca prema kružnici dade se također odrediti, kad 
se ispoređi daljina središta C (p, q) od toga pravca, naime dužina 

~ i s polumjerom r kružnice (§ 43.). 

J/A 2 + B 2 

b) Zajedničke tačke dviju kružnica. Uzmimo je¬ 
dnadžbe kružnica kao sustav ođređbenih jednadžbi, pa izračunajmo 
iz njih koordinate x i y zajedničkih tačaka. Diskusija je rješenja 
analogna kao u zadatku pod a). „ 

c) Kružnica trima tačkama. U općenoj jednadžbi kru- 




y\ 



xk 

Lik 188. 






252 


žnice nalaze se tri konstante p, q, r; kad su te konstante ne¬ 
poznate, trebamo za njihovo izračunavanje tri odredbene jedna¬ 
džbe. Obično uzimamo jednadžbu kružnice u obliku x 2 -\-y- 1- 
. ax J r lyJ rC== 0 ; nepoznanice a, b i c izračunavamo iz one tri 
jednadžbe, koje dobivamo supstitucijom koordinata zadanih triju 
tačaka u prethodnoj jednadžbi kružnice. 

§ 259. Potencijala ili kordala. Odredi geometrijsko 
mjesto tačaka, od kojih svakoj pripadaju jednake 
potencije s obzirom na dvije kružnice 

(x — p) 2 -H y — qf = r 2 i {x — pj 2 + {V — <hY = J ' 2 - 

Potencija kojegod tačke M (£, 7]) s obzirom na prvu kružnicu 
jednaka je (5 — p) 2 + fa — pf = r 2 (po §97.), a s obzirom na 
drugu jednaka je (£ — j^) 2 + (t] — ih) 2 = ?\ 2 . 

Kad jednadžbom izrazujemo, da su obje potencije jednake, 
dobivamo nakon nekoliko transformacija jednadžbu 

2 £ (Pi — p) -j- 2 7] ( q j — q) + {p 2 + —■ »' 2 ) — (ih 2 + 2i 2 — 0 2 ) ==0 ’ 

dakle jednadžbu prvog stepena po £ i 7], pa stoga je pravac geo¬ 
metrijsko mjesto svih tačaka, od kojih svakoj s obzirom na dvije 
, zadane kružnice pripadaju jednake potencije; taj se pravac zove 
potencijala ili kordala obiju kružnica. 

Dodaci, i. Ako jednadžbe dviju kružnica reduciramo na 
nulu, pa ih označimo simbolima Z — 0 i Z, = 0, onda je 
Z — Zj = 0 jednadžba potencijale obiju kružnica. 

0 tom se možemo osvjedočiti, kad u prije nađenoj jednadžbi 
potencijale pišemo x i y namjesto £ i 7j. 

2. Napišemo li jednadžbu potencijale u obliku 

v, — v t | (g^ + gj 8 — r Y) - (p 2 + g 2 -r 2 ) 

r ‘ q 1 — q š + 2 (gi — q) 

razabiramo, da je koeficijent smjera potencijale obiju kružnica 

jednak — ^ ~~ ^ , a budući daje koeficijent smjera za centralu 
ffi — a 

tih kružnica jednak (§§ 235. i 251.), izlazi, da je po¬ 

tencijala dviju kružnica okomita na njihovoj centrali. 


3. imaju li dvije zadane kružnice zajedničkih tačaka, te su 
tačke u njihovoj potencijali, jer vrijednosti od x i y, koje za¬ 
dovoljavaju jednadžbe K = 0 i Z 1 =0, zadovoljavat će također 
jednadžbu Z — K l = 0. 

4. Trima kružnicama Z x =0, Z 2 — 0, Z 3 = 0 pripadaju 
tri potencijale Zj — Z 2 = 0, Z 2 —- Z 3 - = 0 i Z 3 — K t = 0. Ako 
se zbroje dvije od tih jednadžbi, pa rezultat pomnoži sa —i, do¬ 
biva se treća od njih. Otud izlazi (po dodatku u § 253.), da se 
sve tri potencijale sijeku u istoj tački, koja se zove potenci¬ 
jalno središte zadanih triju kružnica. 

§ 260. Polarna jednadžba kružnice. Neka je kružnica Te 
(lik 189.) određena svojim polumjerom 
a, polarnim koordinatama p i cc središta 
C, pa neka su r i cp polarne koordinate ko¬ 
jegod tačke M (x, y) kružnice Te. Po¬ 
larnu jednadžbu kružnice dobivamo iz 
njezine općene jednadžbe {x — p) 2 -j- 
(y — qY = a 2 , kad u nju uvrstimo (po § 234., 5): 

x = r cos ep, y — r sin ep, p = p cos a, q = p sin a. 

Tim postupkom dobivamo 

(r cos cp — p cos a) 2 -j- (r sin cp — p sin a) 2 = a 2 ili 
r 2 — c 2r p cos (a — ep) -)- p 2 = a 2 , a kad se ta jednadžba riješi po r, 
izlazi r — p cos (a — ep) ± ]/a 2 — p 2 sin 2 (a — ep); 
to je općena polarna jednadžba kružnice. 

Dodaci. 1. Za provođnicu r dobivamo dvije realne i raz- 
lične vrijednosti, dvije realne i među sobom jednake vrijednosti 
ili dvije kompleksne vrijednosti prema tome, da li je 
p sin (a — ep) < a, = a ili j> a. 

Učinimo li u liku 189. CD ±_ OM , tada je OD = p sin (a — ep), a 
otud razabiramo, da se prethodni rezultati podudaraju s poučkom 
u § 43. 

2. Ako je središte kružnice pol 0, t. j. ako je p — 0, prelazi 
općena polarna jednadžba kružnice u p = a. To je dakle polarna 
jednadžba kružnice u tom specijalnom slučaju; ona izlazi ne¬ 
posredno i otuda, što su sve tačke kružnice jednako udaljene od 
njezina središta. 
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IV. Odsječak. 

Elipsa, hiperbola i parabola. 

Elipsa. 

§ 261. Objašnjenja. Elipsa je geometrijsko mjesto svih ta- 
čaka ravnine, za koje je zbroj daljina od dvije zadane tačke 
konstantne vrijednosti. 

Te dvije nepomične tačke zovu se žarišta (focus); dužine, 
koje su polegnute od njih d.o kojegod tačke elipse, zovu se 
provod niče (radii vectores). Polovina daljine jednoga žaiišta 
od drugoga zove se ekscentricitet elipse. 

§ 262. Osna jednadžba elipse. Koordinatne osi uzet ćemo 

tako, da budu žarišta F v F„ u 
osi x (lik 190.), a ishodište 0 da 
bude polovište dužine F 1 F.,\ tada 
je F 2 0 —■ 0F l === e ekscentricitet 
_ x elipse. 

Ako je M (x, y) kojagod tačka 
elipse, tada je zbroj F X M + F,M 
konstantne vrijednosti za sve po- 
I r, ložaje te tačke, pa postavimo li 

Lik lso. F x M-\-F^M--= 2 ti, onda je (po 

§ 235.) 

V (x — e) 2 + y 2 + V\x -f e) 2 + y 2 = 2 a ... i) 

je dna džb a el ip se, jer ona vrijedi za sve tačke elipse, i to samo 
za ove. Da se jednadžba 1) načini racionalnom, izvest će se ove 
transformacije: 

Y \x — e) 2 -f y- = 2« ]/ (a- + e)' 2 -f-r, 

x 2 — 2e* -)- e 2 + y- = 

4a 2 — 4 a ]/(*-(- e) 2 1 / 1 -)- + % ex + e ' 2 + 

a y (* + e) 2 -|- y 2 = ci 2 -\-ex, 
a 2 x 2 -\-%a 2 ex-\- are 2 -j- a' 2 y' 2 == a 4 -f 2 a 2 ex -(- e 2 
(ti 2 — e 2 ) a.:' 3 a 2 y 2 = « 2 (ffl 2 — e 2 ). 
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Budući da je -f F S M > 2^ ili 2a>2e, dakle «> e 
i a 2 — e 2 > 0, može se svagda odrediti realan broj 6, tako da 
bude a 2 — e 2 == & 2 . Dobiva se dakle: 

b~X“ —j— ci‘~y 2 = a, 2 ]) 2 ... 2) ili 


Jednadžbu 2) i 3) zadovoljavaju koordinate svake tačke 
elipse, no ne zadovoljavaju je koordinate £, rj tačke 2 V, koja nije 
na elipsi. Za takve je tačke naime F ± NF 9 N 2 a, dakle 

V(£ e) 2 -j- -tj 2 -j- ]/(£ -f- e) 2 -j- Tj 2 2 a. Istim trans¬ 

formacijama kao prije izlazi otud relacija 

& 2 Š 2 + a 2 7] 2 35a 2 & 2 . 

Jednadžba 2) ili 3) zove se osna jednadžba elipse. 

Dodatak. Iz osne jednadžbe elipse izlazi središnja je¬ 
dnadžba kružnice, kad je e = 0 ili a —i. Kružnica je dakle spe¬ 
cijalni oblik elipse: isto izlazi također iz definicija obiju krivulja. 

§ 263. Diskusija jednadžbe b 2 ae 2 -f a 2 y 2 = a : b 2 . a) Za 

V — 6 dobiva se # = ± a; za x = 0 dobiva se y~Fb. Koordi¬ 
natne osi sijeku dakle elipsu u četiri taške A (a, 0), B {—a, 0), 
(7(0,5), B( 0, 5), koje se zovu vrhovi ili tjemena elipse 
(lik 190.). 

b) Ako se jednadžba 2) riješi po y, pa onda po x, dobiva se 

i! i ~1/ a% x ' 2 i x ~ b 2 — y 2 : otud se analognim 

načinom kao u § 257. razabira, da je elipsa simetrična s ob¬ 
zirom na obje koordinatne osi i da leži između pravaca, koji su 
m Ilovima A i B potegnuti usporedno s osju y, pa vrhovima 
C i B usporedno s osju x. Unutar pravokutnika, koji je tim 
plavcima omeđen, rastu orđinate i apscise, kad apsolutne vrije¬ 
dnosti pripađnih apscisa, odnosno ordinata, bivaju manje. 

c ) Ako J e M \ Vi) kojagod tačka elipse, dakle b 2 x 2 -f- 
a 2 yi 2 = a 2 b 2 , onda je M 2 {—x u — y l ) također tačka elipse, jer 
njezine koordinate zadovoljavaju jednadžbu elipse. 

Po § 236. pripadaju polovištu tetive M^F (lik 190.) koor¬ 
dinate 0, 0, t. j. ishodište 0 raspolavlja tetivu M t M 2 . Otud izlazi 
obrnuto, da ishodište 0 raspolavlja svaku tetivu elipse, koja je 
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njime potegnuta, pa stoga'se svaka takva tetiva zove premjer 
elipse. Otud izlazi, da je elipsa centrično simetrična s obzirom 
na tačku 0 kao središte simetrije; tačka 0 zove se središte 
(centrum) elipse. 

d) Iz koordinata x v y 1 kojegod tačke M x elipse može se 
izračunati dužina premjera M,M r Dobiva se 

M X M S = 2 . OM 1 = 2 == 2 J/a?i 2 + -^2 (« 2 — V) m 

M X M % = 2 |/ b 2 + g> ^-- a* 2 . 

Otud izlazi, da postaje premjer veći, kad raste apsolutna 
vrijednost apscise^. Najduži se premjer dobiva za apscise x 1 = ±a, 
kojima pripadaju vrhovi i i B. Stoga je AB — 2 a najduži 
premjer elipse, a zove se njezina velika os. 

Najkraći se premjer dobiva za apscisu x x = 0, kojoj pripa¬ 
daju vrhovi C i D. Dakle je CD = 2& najkraći premjer elipse, 
a zove se njezina mala os. 

Budući da je za svaku tačku M elipse F x M -|- F 2 M = 2 a, 
stoga je zbroj provodnica svake tačke elipse jednak 
velikoj osi. 

ej Iz relacije a 2 — e 2 = b 2 izlazi « 2 = 6 2 -j-e 2 , t. j. daljine 
krajnjih tačaka male osi od oba žarišta jednake šu 
polovini velike osi. 

f) Tetive, koje su žarištima elipse potegnute okomito na ve¬ 
liku os, zovu se parametri elipse; njihove se dužine označuju 
sa 2». Ako se u jednadžbi elipse postavi as = ±e, pa izračuna 

1 7 6 2 

ordinata y, izlazi ij = ± a \ a 2 — e 2 = ± —; dakle jep = — 

ili a : 6 = & : p, t. j. 6 je srednja geometrijska propor- 
cionala među a i p. 

§ 264. Veličine provodnica. Iz koordinata x, y kojegod 
tačke M elipse (lik 190.), iz koordinata e, 0 žarišta F x i iz koor¬ 
dinata — e, 0 žarišta F 2 dobiva se (po § 235.) 

F\M 2 = j-, 2 = (x — e) 2 + y' 2 , FJK 2 = r 2 2 == {x -f e) 2 + y 2 . 

Otud izlazi 

r 0 2 — r x 2 — kex, no budući da je -j-== 2a, to je 
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2e»' 

r 2 — =-. 

a 

Kad se posljednje dvije jednadžbe riješe po r L i r 0 , dobiva se 


ex 

■ a -, r. ž == a 

Cl 


ex 

a 


§ 265. Konstrukcija elipse, ako su zadane osi 2 a i 2b. 

°) Nacrtaj AS = ( ža (lik 190.), učini BO=OA , pa tačkom 0 
nacrtaj okomicu na AS i učini DO = OC=b. Žarišta F x i F„ 
dobivaju se po § 263., ej; mora naime biti F x O = F 9 C = 
F X D = F 2 D — a. Druge se tačke elipse dobivaju ovako: nacrtaj 
polumjerom r, koji je odabran tako, da bude a — e<r<«-j— e, 
kružnicu, kojoj je središte jedno žarište, pa polumjerom r x =2a — r 
drugu kružnicu, kojoj je središte drugo žarište; obje se kružnice 
sijeku u tačkama elipse. 


b) Da se kojoj zadanoj apscisi OP — x (lik 191.) odredi 


pripadna ordinata PM = y tačke 
M, koja je na elipsi, nacrtaj dvije 
kružnice, kojima je zajedničko sre¬ 
dište tačka 0 i kojima su polu¬ 
mjeri a i 5. Nacrtaj ordinatu PN 
tačke N : gdje je N tačka veće kru¬ 
žnice, onda polumjer ON, pa tačkom 
Q, u kojoj ON siječe manju kru¬ 
žnicu, nacrtaj usporednicu s osju 
x\ ta usporednica siječe PN u 
tački M. 



Lik 191. 


Dokaz. S pomoću razmjera PM : PN = OQ : ON=b : a 
dobivamo 


x 2 , jer je PN —J/a 2 - 


Hiperbola. 

§ 266. Objašnjenja. Hiperbola je geometrijsko mjesto svih 
tačaka ravnine, za koje je razlika daljina od dvije zadane tačke 
konstantne vrijednosti. 

Pojmovi: žarišta, provodnice i eks centricitet hi¬ 
perbole definiraju se isto tako kao u § 261. za elipsu. 

Segen: Geometrija za više razrede srednjih škola. 17 
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Lik 192. 


v y § 267. Osna jednadžba hi- 

\ J perbole. Koordinatne osi uzet 

\ /'/j' ćemo tako, da budu žarišta F v 

\ X> \ /: F 2 u osi x, a ishodište 0 da bude 

X V i polovište dužine F 1 F 2 \ onda je 

x, 'f)\b / /o y, p ir F 9 0=0F x = e (lik 192.). 

J/ \ ! Za svaku tačku M hiperbole 

" D \ mora biti F 2 M — F-Jbl — ± 2 a, 

/ \ gdje je 2akonstantna razlika obiju 

f ' provodnica tačke Jf; može biti 

Llk 192 ’ predznak -|- ili —, već prema 

tome, da li je F 2 M )> F 1 M ili F 9 M <C_ F X M. 

Po tome je (s pomoću § 235.) 

e) 2 + </ 2 — ]/> — ef-y y 2 = ± 2 a ... 1) 

jednadžba hiperbole, jer ona vrijedi za sve tačke hiperbole, 
i to samo za ove. Analognim postupkom kao u § 26 ! 2. dobit 
ćemo iz 1) 

a 2 y 2 — (e 2 — a 2 ) se 2 -= — a 2 (e 2 — a 2 ). 

Budući da je apsolutna vrijednost razlike F 2 M —- F x M manja 
od FJF V dakle 2a < 2e ili a < e, to je e 2 — a 2 > 0, pa svagda 
se može odrediti realan broj b, tako da bude e 2 =— a 2 — b 2 . Je¬ 
dnadžba 1) dobiva dakle oblik 

b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 . . . 2) ili 


Jednadžba 2) ili 3) zove se osna jednadžba hiperbole. 
Dodatak. Iz jednadžbe elipse izlazi jednadžba hiperbole, 
kad se u prvoj namjesto b 2 uvrsti — b' 2 ili namjesto b uvrsti 
b ]/— 1 — bi. 

§ 268. Diskusija jednadžbe b 2 oc 2 — a 2 y 2 = ci 2 b 2 . a) Zay = 0 

dobiva se x — ± a, a za x = 0 dobiva se ?/ = ± & J/ — 1 = ± bi. 
Hiperbola siječe dakle samo os a?, i to u dvije tačke A (a, 0) i 
B (—a, 0), koje se zovu vrhovi ili tjemena hiperbole. 
b) Ako se jednadžba 2) riješi po y, dobiva se • 


+ — 1 / x 2 — a 2 . Otud 

a * 


se razabira ovo : 
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Kad je apsolutna vrijednost apscise veća od a, dobivaju 
se dvije pripadne ordinate y, kojima su apsolutne vrijednosti 
jednake, ali predznaci su im protivni. Za x = ± a bude y = 0. 
Ak o je apsolutna vrijednost apscise x manja od a, onda je 
ordinata y imaginarna. Hiperbola je dakle simetrična s obzirom 
na os x , a nema niti jedne tačke između pravaca, koji su vrho¬ 
vima A i B potegnuti usporedno s osju y. Ona se stoga sastoji 
od dvije odijeljene grane, koje su simetrične s obzirom na os 
x\ apsolutne vrijednosti ordinata rastu neograničeno, kad neogra¬ 
ničeno rastu apsolutne vrijednosti apscisa. 

c) Ako se jednadžba 2) riješi po x, razabrat ćemo, da svakoj 
ordinati y pripadaju dvije (realne) apscise £, kojima su apsolutne 
vrijednosti jednake, ali predznaci su im protivni. Hiperbola je 
dakle simetrična također s obzirom na os y. 

cl) Ako je M x (x l , y x ) kojagod tačka hiperbole, dakle 
bx 1 ' 2 — a 2 y x 2 = a 2 b' 2 , onda je M 2 (—x v —y 1 ) također tačka hi¬ 
perbole (lik 192.), a ishodište 0 je polovište tetive Jij M 2 (po 
§ 236.). Stoga je hiperbola centrično simetrična s obzirom na 
ishodište 0 kao središte simetrije. 0 se zove središte hiper¬ 
bole, a svaka tetiva, koja je potegnuta središtem 0, zove se 
premjer hiperbole. 

e) Iz Ifj M 2 = 2 OiKj = 2 ]A 1 2 + </ 1 2 = 



izlazi, da premjer M 1 M 2 neograničeno raste, kad apsolutna vri¬ 
jednost apscise x x neograničeno raste. Najkraći se premjer dobiva 
za apscise x x = ± «, kojima pripadaju vrhovi A i B. Dakle je 
HJ? = 2a najkraći premjer, a zove se glavna os hiperbole. 
Otud izlazi: razlika provodnica svake tačke hiperbole 
jednaka je glavnoj osi. 

Kao sporedna os hiperbole, no koja nije premjer, 
uzima se dužina CD, koja se dobiva, kad se na os y od isho¬ 
dišta 0 prenese OC=-\-b i OD = — b; dakle je CD = 2b. 

Iz jednadžbe e 2 — ar — b 2 (§ 267.) ili iz e 2 = a 2 -j-5 2 izlazi: 
daljine krajnjih tačaka sporedne osi od oba tjemena 
jednake su ekscentricitetu. 
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f) Za x — ± e dobiva še y = 


|/e 2 — a 2 — ± 


Kod hiperbole se tetive, što su žarištima potegnute oko¬ 
mito na glavnu os, zovu također parametri, a njihove se du¬ 
ži 2 

žine označuju sa 2 p. Po prethodnom imamo, da je p = — ili 

Oj 

a : b = i : p, t. j. b j e sr e dnj a geometrijska proporcio- 
nala među a i p. 

g) Ako je a=b, kaže se, da je hiperbola istostranična; 
njezina jednadžba je x 2 — y 2 = a 2 . 

§ 269. Teličine provodnica. Ako tački M (x, y ) hiperbole pri¬ 
pada pozitivna apscisa, vrijede ove jednadžbe: F 1 M = r x = 
]/ (x — e) 2 -|- y 2 i F. 2 M'=r 2 — ]/ (x -)- e) 2 -j- y 2 , pa otud izlazi 
r 2 — r 1 2 = 4ex; no budući daje (po definiciji hiperbole) 


r 2 — t\ = 2 a, to je r 2 -j- r x 


Otud izlazi 


ex . 

’* = 4r + a 


Ako tački M‘ (x,y) hiperbole pripada negativna apscisa, 
onda je 

F x M‘ = r/ = V(x~ e) 2 + «/ 2 , F 2 M‘ = r‘ 2 = ]/(x + e) 2 -f y\ 

no budući da je r\ —r' 2 = 2 a, to se analognim postupkom kao 
prije dobiva 

. ex . . ex 

r\= -/a, r ‘ — - a . . . 2). 

1 a 1 - a 

Iz jednadžbi 1) i 2) izlaze svagda pozitivne vrijednosti za 
veličine provodnica, jer je e > a i jer u jednadžbama 1) treba 
uzeti x > 0, a u jednadžbama 2) treba uzeti x <j 0. No budući 
da za iste apsolutne vrijednosti od x dobivamo r\ — — r x i r\, = 
— r 2 , mogu se jednadžbe i) također upotrijebiti za tačke, ko¬ 
jima pripadaju negativne apscise, ali će se za njihove provođnice 
dobiti negativne vrijednosti. 

§ 270. Asimptote hiperbole, a) Treba li odrediti zajedničke 
tačke pravca p(y = kx) i hiperbole b 2 x 2 — a 2 y 2 — a 2 b 2 , moraju 
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se _ izračunati vrijednosti od x i y, koje zajedno zadovoljavaju 
jednadžbe obiju crta. Dobit Će se ova dva rješenja : 


ah 

J/4 2 — aThF 


— ah 

J/4 2 — aH 2 "' 


— a b k 


V b 2 ~aH 2 ’ 


imamo dakle dva sjecišta ili nijedno sjecište, već prema tome, 
da li je 7< 2 —a 2 7c 2 >0 ili 7> 2 —a 2 & 2 <0. 


b) Slučaj, kad je b l — a 2 Jc 2 = 0 ili ~k— ^—, treba izbliže 

a 


promotriti. Da se nacrtaju pravci, kojima su jednadžbe y= — x i 

Cl 

b 

potegmmo krajevima A i B (lik 193.) glavne osi 


usporednice prema sporednoj osi, 
pa krajevima C i B sporedne osi 
usporednice prema glavnoj osi; 
te usporednice omeđavaju pra¬ 
vokutnik EFGH. Budući da je 

tg AOE = ^-, at g AOF=—^, 

stoga su GE i HF traženi pravci. 

Kad je 1c pozitivno i 
k <j —, dakle b 2 — a 2 k 2 )> 0, siječe 

Cl 



Lik 193. 


pravac p hiperbolu u dvije tačke M x i M 2 , od kojih je jedna u 
prvom kvadrantu, druga u trećem. Vrti li se pravac p oko 0 u 
pozitivnom smislu, približuje se vrijednost izraza b 2 ~a 2 k 2 granici 0, 

pa postaje jednak ništici, kad je 7c = — . Tada pravac p dospi¬ 
jeva u položaj pravca GE\ ujedno postaju koordinate x v y x ne¬ 
izmjerno velike (-foo), a koordinate x 2 , y 2 negativno neiz¬ 
mjerno velike (— oo). Pravac GE, kojemu pripada je¬ 
dnadžba y = — x, i zadana hiperbola imaju dakle 
istom u neizmjernoj daljini dvije zajedničke tačke; 
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jedna je neizmjerno udaljena tačka zrake OE , druga je ne 
izmjerno udaljena tačka zrake OG-. 

Ako je nasuprot koeficijent h negativan, no nje¬ 
gova apsolutna vrijednost manja od —, đake b 2 a- k- 0, 

tada pravac p siječe hiperbolu u dvije tačke, od kojih je jedna 
u drugom kvadrantu, druga u četvrtom. Vrti li se taj pravac 

oko 0, tako da postaje = — —, dospijeva pravac p u položaj 

HF; ujedno postaju apsolutne vrijednosti koordinata x v y 1 i 
x 2 , neizmjerno velike. Pravac HF , kojemu pripada 

jednadžba y = — —i zadana hiperbola imaj u dakle 
cc 

istom u neizmjernoj daljini dvije zajedničke tačke: 
te su tačke neizmjerno udaljene tačke zraka OF i OE. 


Pravci y ■■ 


■ x zovu se asimptote hiper¬ 


bole, jer se obje grane hiperbole neograničeno približuju tim 
pravcima, ali se s njima sastaju istom u neizmjernoj daljini. 

Ako se naime s kojegod tačke M hiperbole, koja je na pr. 
uzeta u prvom kvadrantu, potegne okomica MN na zraku 
OE (lik 193.), razabrat ćemo, daje MN = ME cosa, gdje je 
$"AOF= a; no budući da je 

ME =- PB ■— FM ==—(£— \x 2 — a 1 ) = 

0 / 


b (x — JZ x 2 — a 2 ) {x-\- JZ x 2 — a 2 ) 
a x -j- JZ x 2 — a 2 


x-\- JZ x 2 — a 2 


to imamo 


MN= 


ab cosa 


Brojnik je toga razlomka konstantan, ali njegov nazivnik 
neograničeno raste, kad neograničeno raste apsolutna vrijednost 
apscise x\ dakle se daljina MN neograničeno umanjuje, kad ap¬ 
solutna vrijednost apscise x neograničeno raste. Isto je takav 
položaj hiperbole prema zrakama OG, OF i OE. 
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§ 271. Konstrukcija hiperbole. Iz relacije e 2 — a 2 = b 2 ili 

iz e 2 = a J r b 2 izlazi, kako se dobivaju tačke A, B, C,D,F 1 i F.,, 
kad su zadane dvije od veličina a, b, e. 

Druge se tačke hiperbole dobivaju ovako: nacrtaj polumjerom 
r, koji je veći od e — a, kružnicu, kojoj je središte jedno žari¬ 
šte, a polumjerom r x === 2 a -\~ r drugu kružnicu, kojoj je središte 
drugo žarište; obje se kružnice presijecaju u tačkama hiperbole. 


C. Parabola. 

§ 272. Objašnjenja. Parabola je geometrijsko mjesto svih 
tačaka ravnine, kojima je daljina od zadanoga pravca jednaka 
daljini od zadane tačke. 

Zadani pravac zove se ravnalica ili smjernica (direc- 
tris), zadana tačka zove se žarište parabole. Dužina, koja je 
potegnute od žarišta do kojegod tačke parabole, zove se pro¬ 
vo đnica ove tačke. R y 

§ 273. Vršna jednadžba parabole. ^ //I 

Neka je E X E (lik 194.) ravnalica, F ža- b// j 

rište parabole. Potegnimo FA X R X E, A/ 

pa položimo koordinatne osi X 1 X i T X Y xZ~a~o'ZE - p - x 

tako, da bude ishodište 0 polovište du- \i 

žine AF, a žarište F u zraci ON. Ako 

je M (x, y) kojagod tačka parabole, R K \ 

MP J_ X 1 X, MQ X FiE, tada je po ' Lik 194 

definiciji parabole (§. 272.) 

FM = QM= AP = AO + OP. 


Lik 194. 


Ako se dakle postavi XF=p, te AO=OF=—, onda je (spo¬ 
ju § 235.) 




I 

0 -+ * • • • 


jednadžba parabole, jer ona vrijedi za sve tačke parabole, 
i to samo za ove. Ta se jednadžba dade svesti na oblik 


x — pxA r ^ J r y 2 -- 


= 4— f- p x 4- x 2 , pa otud izlazi 
4 

PLpx . . . 2). 
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Ako N (š, r]) nije tačka parabole, to je FN QN, dakle 
također tj 2 ^ 2 p £. 

Jednadžba 2) zove se vršna jednadžba parabole. 

§ 274. Diskusija jednadžbe y 2 = 2poo. a) Za x = 0 bude 
2/ = 0, i obrnuto; stoga je ishodište 0 tačka parabole, i to je¬ 
dina tačka, koja je zajednička paraboli i koordinatnim osima; 
tačka 0 zove se vrh ili tjeme parabole. 

b) Iz jednadžbe 2) dobivamo y = ± ]/ °2px. Otud izlazi, 
da negativnim apscisama x ne pripadaju nikakve tačke parabole 
(kad je naime x negativno, tada su pripadne orđinate y ima¬ 
ginarne) ; dalje razabiramo, da je parabola simetrična s obzirom 
na os x i da apsolutne vrijednosti ordinata neograničeno rastu, 
kad neograničeno rastu (pozitivne) apscise. 

Zraka 0X zove se o s parabole. 

I 

c) Ako se jednadžba 2) riješi po x, dobiva se x = —~y-, 

-' P 

Otud se razabira, da svakoj ordinati y pripada samo jedna, i to 
svagda pozitivna apscisa x, koja neograničeno raste, kad apso¬ 
lutna vrijednost orđinate y također neograničeno raste. Parabola 
je dakle posve na jednoj strani pravca, koji je vrhom potegnut 
usporedno s ravnalicom, i to na onoj, gdje je žarište. 

d) Tetiva BC parabole, koja je žarištem potegnuta okomito 
na os, zove se parametar parabole. Iz jednadžbe 2) izlazi, da 
je parametar _BC=2p; kad se naime u toj jednadžbi uvrsti 

V 

x = OF = dobiva se y = ± p. 

e) Iz y 2 = %px dobivamo 2 p:y = y:x, t. j. ordinata 
svake tačke parabole srednja je geometrijska pro- 
porcionala među parametrom i apscisom iste tačke. 

f) Ako su x v x 2 apscise, y A i y 2 pripadne im orđinate dviju 
tačaka parabole, kojoj je 2 p parametar, onda imamo 

ž/j 2 = °2px 1 i yj = u 2px 2 , pa otud izlazi y 1 ~: y 2 — x 1 : x 2 , t. j. 

za tačke parabole odnose se kvadrati ordinata kao 
pripadne im apscise. 
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§ 275. Konstrukcija parabole. Ako je zadano žarište F i 
ravnalica (lik 194.) parabole, odredimo najprije vrh 0 i os 
OX parabole; zatim nacrtajmo kojimgođ tačkama osi OX uspo- 
rednice s ravnalicom P^B, pa sijecimo svaku od njih kružni¬ 
com, kojoj je polumjer daljina te usporednice od ravnalice i 
kojoj je središte žarište 0. Sjecišta su tačke parabole, jer je 
svako od njih jednako udaljeno od ravnalice i žarišta. 


V. Odsječak. 

Sjekotine stošea*) uopee. 

§ 276. Tršne jednadžbe, a) Elipsa. Uzmemo li namjesto 
središta 0 elipse (lik 190.) njezin vrh (tjeme) B za ishodište 
pravokutnoga koordinatnoga sustava, a zraku BA za pozitivnu 
zraku apscisne osi, tada će kojojgod tački M(x,y) pripadati u 
tom novom koordinatnom sustavu koordinate 

x‘ = BP = BO -}- OP — a- \-x i y‘ — y. 

Stoga se dobiva jednadžba elipse za taj novi sustav ili nje¬ 
zina vršna jednadžba, kad se u osnoj jednadžbi elipse (§ 
262.) zamijeni x sa. x‘ — a i y sa?/'. 

Tim se postupkom iz 

b 2 x 2 -|- a 2 y 2 — a 2 b 2 dobiva 
b 2 ( x‘ — a) 2 -f- a 2 y‘ 2 = a 2 b 2 ili 


ako se pak postavi — — p (2 p je parametar elipse, § 263., f) 


*) Pod sjekotinama stošca razumijevaju se elipsa (kružnica), hiper¬ 
bola i parabola (§ 277.). 
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i ujedno izostave crtice kod x i y, prethodna jednadžba dobiva 
oblik 

o rj) 'P 9 

ir = tpx - —x i . 

Dodatak. Ak o je b,~ a, prelazi vršna jednadžba elipse u 
vršnu jednadžbu kružnice (§ 256.); uz b = a = p dobiva se 
naime y 2 — 'lpx — x 2 . 

b) Hiperbola. Ako se u liku 192. uzme vrh (tjeme) A, 
hiperbole za ishodište pravokutnoga koordinatnoga sustava, zraka 
AF 1 za pozitivnu zraku apscisne osi, onda će kojojgođ tački 
M (x, y) pripadati u tom novom sustavu koordinate 

x‘ = AP = OP — OA = x — a i y‘ — y. 

Stoga se dobiva jednadžba hiperbole za taj novi sustav ili 
njezina vršna jednadžba, kad se u osnoj jednadžbi hiperbole 
(§ 267.) zamijeni x sa x‘ -f- a i ys&y i . 

Analognim postupkom kao pod a) dobivamo 

y = %px -f- r x-, gdje je p = —. 

Cl (Aj 

c) Parabola. Vršna jednadžba parabole glasi (po § 273.) 

y 2 = 2 px. 

cl) Po prethodnom je jednadžba y 2 = 2 p x -j- qx 2 vršna je¬ 
dnadžba elipse, parabole ili hiperbole, već prema tome, da li je 
q <j 0, q — 0 ili q > 0. Ako je q = — 1, imamo vršnu jednadžbu 
kružnice. Isporedimo li dakle kvadrat ordinate y s pravokutnikom, 
kojemu su stranice parametar 2 p i apscisa x iste tačke, raza¬ 
biramo, da su kod parabole te dvije ploštine jednake (rcapa- 
(3aXXsiv); kod elipse tomu kvadratu nešto nedostaje (sXXeiicsiv), 
da bude jednak spomenutomu pravokutniku, a kod hiperbole 
ploština kvadrata y 2 na dm a šuj e (Dirsp(3dXXsiv) pravokutnik 2 px. 
Apolonije (oko god. 200. pr. Is.) prvi je ispitivao te krivulje, pa 
ih je poradi razloženoga svojstva nazvao elipsom, parabolom ili 
hiperbolom, već prema tome, da li je i/ 2 <2pa:, y 2 = < %px ili 
y 2 j> °lpx. 

% 277. Zadatak. Dokaži analitičkim načinom, da su 
ravni presjeci uspravna stošca elipsa (kružnica)., 
parabola ili hiperbola. 
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Neka je trokut STU (lik 195.) osni presjek uspravna stošca t 
kojomgod tačkom 0 stranice SU položimo ravninu p, koja je 
okomita na osnom presjeku. Ravnina p siječe ravninu STU u 



Lik 195. 


OP, a kut [3, što ga čine QP i TJT, jednak je priklonu ravnine 
p prema osnovci stošca. Postavimo li OS = d, <UUTS = a, tada 

sili 2 cl 

je 3C TSU = 2 E — 2 a, pa iz A SOB dobivamo OB = d gin ( g _py 

Ako kojomgod tačkom M krivulje OMB, koja je presjek stoščeve 
obline s ravninom p, položimo ravninu usporedno s osnovkom, 
siječe ta ravnina oblinu stošca u kružnici EMF, A STU u pre¬ 
mjeru EF te kružnice, a ravninu p u pravcu PM, koji je okomit 
na pravcu OB (§ 129. c))* Uzmemo li 0 za ishodište kooidinntnoga 
sustava, zraku OB za pozitivnu zraku apscisne osi, onda su 
OP = x, PM = y pravokutne koordinate tačke M. Jednadžbu 
krivulje OMB s obzirom na taj koordinatni sustav dobivamo 
ovim postupkom: po 1. posljetku u § 96. imamo PM 2 = PE .PF, 
a iz A OEP i A BFP izlazi 

jn(» + S , pF = {0B _ x) ain t“ - -B. = 

sin a sm a 

—^— \d sin2 a — * sin (a — P)], 
sina 
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dakle je y 2 = ^ - sin ( a + i 3 ) - as in(«-p) 

sin a sin a 

V 2 — %dx cotga sin (a -f P) - gm (« + P) sin (a— 

sin 2 a 

Ako pak zaradi kratkoće postavimo 

p — d cotg' a sin (a —|— (3) i 

sin (a -I- 3) sin (a — 3) 

Q = —-A®— -—, dobivamo 


y 2 = °Lpx + qx 2 . 

Budući da ta jednadžba vrijedi za sve tačke krivulje, koja 
je presjek stošca s ravninom p, i to samo za ove, razabiramo 
po §276., d), da je ta krivulja elipsa (kružnica), parabola ili hi¬ 
perbola. Stoga se te krivulje zovu zajedničkim imenom sjeko- 
tinestošca. 

Diskusija. Koeficijent p svagda je pozitivan, jer je 

« + P<2iž. 

1. Ako je (3 < a, tada je koeficijent q negativan, pa stoga 
je presjek elipsa, a uzmemo li t 3 = 0, bit će presjek kružnica 
(jer tada je q=~-~ 1); 

2. Ako je P = a, tada je q~ 0, a presjek je parabola. 

3. Ako je p j> a, tada je koeficijent q pozitivan, a presjek 
je hiperbola. 

§ 278. Polarne jednadžbe, a) Elipsa. Ako se uzme ža¬ 
rište F 2 elipse za pol, a zraka F 2 X za polarnu os (lik 190.), 
tada su F 2 M = r i <£ XF 2 M — tp polarne koordinate tačke 
M(x, y), pa dobivamo, da je 

€■ CC 

r = « +— (§ 264.), & x — OP == OF. 2 + .F Ž P=—e + rcostp. 

Stoga je r=a-\- — (r costp — e), a otud izlazi 

a 2 — e 2 b 2 _ b 2 :a 

a — e cos tp a — e cos tp 1 — (e: a) cos tp 11 



P 

1 — s cos tp ’ 


r 
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gdje se zaradi kratkoće postavilo e:ci = s. Broj e zove‘se nu¬ 
merički ekscentricitet elipse (za razliku od linearnog 
ekscentriciteta e); on je manji od 1, jer je e <j a. 

i) Hiperbola. Neka je žarište F 1 (lik 192.) pol, zraka 
F x X polama os; tada su F X M= r i ž£XF 1 M= tp polarne koor¬ 
dinate tačke M (x, y). Ako se uzme, da provodnica r može biti 
također negativna (§ 269.), onda za sve tačke hiperbole vrijede 
ove jednadžbe: 

r = — — a (§ 269.), a x= OP = OF x + F X P = e + r cos tp. 
o 

n 

Otud izlazi r = 3 -—-, 

1 — s cos tp 

gdje je e:a — s. Broj s, koji se zove numerički ekscentri¬ 
citet hiperbole, veći je od 1, jer je e j> a. 

c) Parabola. Neka je žarište F pol, zraka FX polarna 
os (lik 194.); tada su FM ■■ - r i <£XFM = w polarne koordi¬ 
nate tačke M (x, y). Dobivamo 

r = FM — QM = AP = AF -|- FP = p -\- r cos tp, dakle 

p 

1 — cos tp 

p 

d) Iz prethodnoga razabiramo, da je jednadžba r —-— $ C q S 

polarna jednadžba elipse, parabole ili hiperbole, već prema tome, 
da li je $<jl, e=l ili e_>1. Ako je s=0, onda imam,o r=p , 
a to je polarna jednadžba kružnice za slučaj, kad je središte 
kružnice ujedno pol. 

§ 279. Zadatak. 0 dr e di ge o metri j sko mjesto ta- 
čaka, za koje je daljina od zadane tačke prema da¬ 
ljini od zadanoga pravca u konstantnom omjeru. 

Neka je (lik 194.) F zadana tačka, P X P zadani pravac, a 
e vrijednost konstantnoga omjera. 

Za kojugod tačku M traženoga geometrijskoga mjesta mora 
dakle biti 

FM: QM --= s ili FM=e. QM. 

Ako su r = FM i XFM = tp polarne koordinate tačke 
M, onda je 
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r = s (AF -)- FF) =. s (AF -|- r cos ep), dakle 

s .AF 
1 — s cos®’ 

Označimo li slovom p provodnicu, koja pripada polarnomu 
kutu ep = 90°, to je p = e . AF, pa stoga je r ^ cQ — 

polarna jednadžba traženoga geometrijskoga mjesta. 

Dobiva se dakle elipsa, parabola ili hiperbola prema tome, 
da li je s <j 1, = 1 ili > 1. 

§ 280. Pravac i sjekotina stošca. Pravac i sjekotina 
stošca imaju uopće dvije zajedničke tačke: pravcu pripada naime 
jednadžba prvoga stepena među x i y, a sjekotini stošca jednadžba 
drugoga stepena, pa za takav sustav .odredbenili jednadžbi do¬ 
bivaju se uopće dva rješenja. Ako su oba rješenja tih jednadžbi 
realna i različna, imaju pravac i krivulja dvije različne zajedničke 
tačke; t. j. pravac siječe krivulju, on je sekanta krivulje. Jesu 
li rješenja realna i jednaka, imaju pravac i krivulja dvije zaje¬ 
dničke tačke, koje se sastaju, t. j. pravac dira krivulju, on je 
tangenta krivulje. Ako su rješenja kompleksna ili imaginarna, 
pravac i krivulja nemaju zajedničkih tačaka. 

Takvim se postupkom dobiva, da je pravac y—-lcx-\-l 
tangenta elipse b 2 x 2 -)- a 2 y 2 = a z b 2 , kad je a 2 k 2 -j- b 2 = l 2 ; onje 
tangenta hiperbole b 2 x~ — a 2 y 2 = a 2 b 2 , kad je a 2 li 2 — b 2 = l-. 

Dodaci. 1. Da odredimo zajedničke tačke pravca y = kx -f -1 
i hiperbole b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 9 -b 2 , uvrstit ćemo u drugoj jednadžbi 
izraz za y iz prve (eliminacija nepoznanice y") ; dobiva se 

(b 2 — a 2 k 2 ) a; 9 — 2a 8 «a==ft*(^ + * s ) ■ ■ ■ !)> 

a supstitucijom x =s= — izlazi otud 

— a 2 k 2 ... 3 ). 

Ak o je b 2 — a 2 k 2 ^o, onda su korijeni jednadžbe 2) ra- 
zlični od nule; ako je b 2 — a 2 k 2 = 0 (isporedi § 270.), onda je 
jedan korijen jednadžbe 2) jednak nuli, dakle je tada jedan 
korijen jednadžbe 1) neizmjerno velik. Otud izlazi, da .hiperbola 
i pravac, koji je usporedan s jednom njezinom asimptotom, 
imaju jednu zajedničku tačku u neizmjernoj daljini, a drugu u 
konačnoj daljini. 
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Slučaj, kad je b 2 — a 2 k 2 = 0 i 1 = 0, promatran je već u 
§ 270. 

2. Analognim postupkom (eliminacijom nepoznanice x) do¬ 
bivamo, da su ordinate y zajedničkih tačaka pravca y = k x -\-l 
i parabole y 2 = lpx korijeni kvadratne jednadžbe 

lcy 2 — %py-\-$pl = 0 ... 1), 

..1 

a supstitucijom y = — dobiva se otud 
z 

Zplz 2 — ^pz-\-k = 0 ... 2). 

Ako je 7c = 0, tada je jedan korijen- jednadžbe 2) jednak 
nuli, pa stoga je onda jedan korijen jednadžbe 1) neizmjerno 
velik. Otud izlazi, da parabola i pravac 
y — l, koji je usporedan s njezinom 
osju, imaju jednu zajedničku tačku 
u neizmjernoj daljini, drugu u ko¬ 
načnoj daljini. 

§ 281. Jednadžbe tangenata. 

a) Elipsa. Neka su (lik 196.) M l 
(a?j, y x ) i df, (x. 2 , y 2 ) dvije tačke elipse 
b 2 x 2 a 2 y 2 = a-b 2 , dakle 

b 2 x x 2 a 2 y x 2 = a 2 b 2 ... 1) 

i b 2 x. 2 -J- a' 2 y., 2 = a 2 b 2 ... 2). 

Jednadžba sekante M X M., jest 



tb.) tASj 

no ona se može preinačiti s pomoću jednadžbi 1) i 2). Odbi¬ 
jemo li naime jednadžbu 2) od jednadžbe 1), dobivamo 

b-(x j 2 — x x 2 ) -j-a 2 (yA — y x 2 ) = 0 ili 

b 2 (x, -f X x ) (x., — x x ) + a 2 (y 2 + y x ) (y % — y x ) = 0, 

dakle = _ b ] ft + ^i) 

x 2 x x a ~(y2~\~y\) 

pa stoga možemo jednadžbu sekante M X M 2 pisati u obliku 
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y o 8 (y a + y l) ^“ ~ i; ‘ 

Vrtimo li sekantu M X M 2 oko tačke Jfj, dok se tačka J7 2 
ne sastaje s tačkom M v tada sekanta M x M 2 postaje tangentom 
elipse u tački M v Ako se dakle u jednadžbi sekante postavi x 1 
namjesto x 2 i y 1 namjesto y 2 , prelazi jednadžba sekante n je¬ 
dnadžbu tangente. Tim postupkom dobivamo 

h * x i „im 


b 2 (x 2 -f- x x ) 


(X — x 1 ). 


y — yi 


(x — x x ) ili 


b- x x x -f- a 2 y 1 y — b- x 2 a 2 y 1 2 ; dakle je 
b- x j x -{- a 2 y 1 y = a 2 & 2 

jednadžba tangente, koja dira elipsu b 2 x 2 -\-a 2 y 2 ~ ci 2 b 2 u tački 
Jfj {x v y 1 ). 

Dodatak. Uz a — b = r dobiva se 

x i x -f y x y = r 2 , 

a to je jednadžba tangente, koja dira kružnicu £c 2 —j— ^/ 2 = r 2 u 
tački M 1 (x v y 1 ). 

b) Hiperbola. Analognim postupkom kao pod a) dobiva 
se, da tangenti, koja dira hiperbolu b 2 x 2 — a 2 y 2 = a 2 b 2 u tački 
M 1 (x v 2 /j), pripada jednadžba 

b' 2 x 1 x — a 2 y x y = a 2 b' 2 . 

c) Parabola. Neka su M 1 (x v y { ) i M s (x 2 , y 2 ) dvije tačke 
parabole y 2 = 2px, dakle 

y 1 2 = °lpx 1 i y, 2 2 = < Žpx 2 ; onda je 


y — y i 

. \ 

jednadžba sekante M X M 2 . 

No budući da je 


sy> . _ /v» ^ i-' 

<a-'2 


ž/ 2 2 — Ž/i 2 =2p0r 2 — «i) ili 


Ž/a — Vi . 


V 2 1; Vz+Vi 

može se jednadžba sekante M 1 M 2 pisati u obliku 


V ~ Vi 


Vz + Vi 


(x — x 1 ). 


Otud izlazi istim postupkom kao pod a), da je 

y—y i = i) i]i 

y i 

yy l =p{x-\ r x 1 ) 

jednadžba tangente, koja dira parabolu y 2 ^=2px u tački M l (x v y 1 ). 

§ 282. Jednadžbe normala. Pravac, koji je diralištem tan¬ 
gente ■ potegnut okomito na nju, zove se normala krivulje. 

a) Elipsa. Ako je M 1 (x v y 1 ) diralište tangente, tada je 

— ,/ koeflci j eilt smjera za tu tangentu (§ 281., a), pa stoga 

u y 1 

a' 2 u-, , .. 

J e koeficijent smjera za normalu, koja je potegnuta tačkom 

M x . Po tome je 

a 2 Vi , 

V b 2 x * ^ 

jednadžba te normale. 

b) Hiperbola. Analognim postupkom dobivamo, da je 

a 2 y, , 

V Vi p ( x x i) 

jednadžba normale, koja je potegnuta tačkom M x (x v y x ) hiperbole. 

c) P arab o la. Jednadžba normale, koja je potegnuta tačkom 
Jlij (x : , y x ) parabole, glasi 

y — vi = — ~ & ~ »i). 

Dodatak. Katkad se pod ,,tangentom 3 i „normalom" kri¬ 
vulje razumijevaju dužine, sto su omeđene diralištem i tačkama, 
u kojima tangenta i normala sijeku apscisnu os; na pr. dužine 
M X T i M X N u liku 196. 

Projiciramo li te dužine na apscisnu os, dobivaju se dužine, 
koje se zovu suptangenta, odnosno subnormala; na pr 
1\T i 1\N (lik 196.). 

Uzimamo, da su tangenta i normala svagda pozitivne veli¬ 
čine, no kažemo, da su suptangenta i subnormala pozitivne ili 
negativne, već prema tome, dali je smjer od podnožišta L\ orđi- 
nate do tačke I\ odnosno do A, pozitivan ili negativan. 

Segen: Geometrija za više razrede srednjih skota. . 18 
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Iz koordinata x v y 1 tačke mogu se s pomoću jednadžbi 
pripadne tangente i pripadne normale izračunati spomenute četiri 
dužine, koje pripadaju toj tački. 

Na pr.: Tački [x v y x ) parabole y‘ 2 =2,px (lik 197.) pri¬ 
pada suptangenta P 1 7 7 = -— %x v a subnormala P 1 N=p. Ako se 
naime u jednadžbi pripadne tangente postavi y — 0, dobiva se 


x=OT =— x v dakle je P X T =— %x 1 . A ako se u jednadžbi 
/ pripadne normale postavi y = 0, 

n / dobiva se x=ON—x 1 -\-p 1 dakle 

FJpP- J e Pi-N = p, i- J- : za parabolu 

-- y 2 = < Žpx apsolutna je veli- 

■\ čina suptangente jednaka 

y f / [ \ dvostrukoj apscisi pripadne 

'N't a p, v\ a ’ tačke, a subnormala jeko n- 

\ stantna i jednaka polovini 

ti K parametra. 

Lit 197. Dodatak. Biralište ili, 

(lik 197.), papodnožišta Ti N 
tjangente i normale parabole y 2 = 2_pa? jednako su 
u d a 1 j e n a o d ž a r i š t a F. 

V 

Budući da je naime FP 1 =x 1 -^ , a (po prethodnom 


poučku) TO 


P : N — p, stoga je TF = x x -)- 


°i + (^i — + v — x i + =x i ir- 


Po tome je FM 1 


§ 283. Poučci o tangentama i normalama. a) Elipsa. 
Potegnemo li tačkom elipse obje provođnice, tan¬ 
gentu i norma! u, onda normala raspo lavlja kut, što 



1 v, 

Lik 198. 


ga čine provođnice, a tan¬ 
genta sukut toga kuta. 

Dokaz. Normali, koja je 
potegnuta tačkom M l {x 1 ,y x ) elipse, 
,r pripada jednadžba y — y 1 = 

a 2 ?/, , . 

(? — x i )! ako se u toj 

jednadžbi uvrsti y = 0, dobiva 
se apscisa x tačke N (lik 198.). 
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/i 2 p 2 /v> 

Izlazi ON = x ,-5 -X-, =-. Stoga je 

1 a- J a- 


-n -kt I e X 1 

F g N = e -4-^ 

1 a- 


■ -f. 2 m v 


NF X =-- e - = e (= — . F X M V 

1 a 2 a \ a J a 

pa otud dobivamo F 2 N : NF t = F :1 M X : F X M X , t. j. M X N raspo- 
1 a vi ja kut F 2 M X F X (§ 85 ., a), a prema tome raspolavlja M X T 
sukut toga kuta. 

b) Hiperbola. Tangenta hiperbole raspolavlja 
kut obiju provodnica svoga dirališta, a pripađna 
normala raspolavlja sukut toga kuta. 

Dokaz. U jednadžbi normale uvrsti y = 0, pa izračunaj 
pripadni x i t. d. kao pod a). 

c) Parabola. Ako se kojomgođ tačkom parabole 
potegnu tangenta, normala, provodnica i zraka, koja 
je direktno usporedna s osju parabole, onda nor¬ 
mala raspolavlja kut, št-o ga čine provodnica i ta 
zraka, a tangenta njegov sukut. 

Dokaz. Budući da je trokut FM X T (lik 197.) istokračan 
(dodatak u § 282.), stoga je kut FTM 1 =FM l T, pa otud izlazi 
istinitost tvrdnje. 

Dodatak. Iz prethodnih poučaka izlazi, kako se konstru¬ 
iraju tangente na sjekotine štošca, ako je zadano diralište. Kako 
se dade protumačiti odraz svijetlih zraka od eliptičnih, hiperbo¬ 
ličnih i paraboličnih zrcala, pa izraz „žarište sjekotine stošca“ ? 

§ 284. Računski zadaci, a) Pronađi jednadžbe tan¬ 
genata, što' se mogu s tačke T (u, v) potegnuti na 
elipsu b 2 x 2 a 2 y 2 = a 2 b 2 . 

Rješenje. Jednadžba kojegod tangente zadane elipse glasi 
b 2 x 1 x a 2 y l y == a 2 b 2 . . . 1 ). 

Nepoznate koordinate x v y x moraju zadovoljavati jednadžbu 
elipse, jer je diralište (x x , y 1 ) tačka elipse, pa stoga je 

b 2 x 1 2 + a 2 y 1 2 =-a 2 b 2 ... 2 ); 
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no budući da tačka T (u, v) treba da bude u tangenti, moraju 
koordinate w i v zadovoljavati jednadžbu tangente, pa stoga je 

b 2 ux 1 -\-a 2 vy 1 = a?b 2 ... 3). 

Rješavanjem jednadžbi 2) i 3) po x 1 i y 1 dobivamo 

_ a 2 {b 2 u±vlc) ' _ b 2 (a 2 v^uk) 

Xl ' h*u T~~~a*v ’ Vl ~ lFu°--\-a 2 v* ’ 

kad se zaradi kratkoće piše k namjesto ~\/b 2 u 2 a 2 v 2 — a 2 ft 2 ". 

Uvrstimo li dobivene vrijednosti za x x i y l u jednadžbi 1), 
izaći će tražene jednadžbe. Ako je 1c realan broj, dobivamo 

(ft 2 « ± vh) x -j- (a 2 v =F uk)y — a 2 b 2 . 

Od dvostrukih predznaka treba zajedno uzeti ili oba gornja 
predznaka ili oba donja. 

b) Zadana je parabola y 2 = ^px\ pronađi je¬ 
dnadžbu njezine no r male, koja je usporedna 
s pravcem = 

Rješenje. Jednadžba kojegod normale zadane para¬ 
bole glasi 

y — y i = —y(* —»l) • ■ ■ i). 

Između nepoznanica x v y x postoje jednadžbe 

y{ 2 = 2px 1 . . . 2) i — ~ = k ■ ■ ■ 3), 

jer je tačka [x lx y l ) na paraboli i jer normala treba da bude 
usporedna sa zadanim pravcem. 

Po tome je Vl = — kp, x 1 = ^~. 

Uvrstimo li te vrijednosti za y l i x 1 u jednadžbi 1), dobi¬ 
vamo traženu jednadžbu; izaći će 

h 2 

y = lcx — Ttp (1 -f—^—). 

Jednakim postupkom rješavaju se analogni zadaci za ostale 
sjekotine stošca. 

§ 285. Konstruktivni zadaci, a) S tačke M x p o t e g n i 
tangente na elipsu, hiperbolu ili parabolu. 
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Rj ešenj e za elipsu. Analiz a. Neka su D x i Z) 2 (lik 199.) 
dirališta traženih tangenata. Produžimo li provodnicu F, 1 J) 1 za 


dužinu Đ 1 S 1 = F X D V 
onda je tangenta 
simetrala dužine F X 8 X (§ 
283., a). Po tome je S 1 
tačka kružnice, kojoj je 
središte F 2 , a polumjer 
F,,S 1 = 2 a, i ujedno 
tačka druge kružnice, ko¬ 
joj je središte M v a po¬ 
lumjer M 1 F 1 . 

Konstrukcij a. 
Odredit ćemo tačke S x 



i S 2 , u kojima se sijeku 


Lik 199. 


obje kružnice, što su na¬ 


vedene u analizi; simetrale dužina F 1 S 1 i F l S jS bit će tražene 


tangente t x i t.,. Dirališta I) l i D 2 mogu se odrediti ne upo¬ 
trijebivši same elipse, jer pravac F.,S 1 siječe tangentu t x u I) 1 , a 


pravac F 2 S. 2 tangentu t. 2 u Đ,,. 

Dokaz izlazi iz poučka 
§ 283., a). 

Rješenje za hiper¬ 
bolu. Analiza. Ako se na pro¬ 
vodnicu F 9 D x (lik 200.) pre¬ 
nese DjSj =-D 1 K , 1 , onda je 
tangenta M X D X simetrala du¬ 
žine F 1 S l (§ 283., b). Odatle 
izlazi konstrukcija i dokaz. 

Dirališta D 1 i D., mogu 
se odrediti s pomoću pravaca 
F 2 S, i F 2 S. 2 . 



Lik 200. 


Determinacija. Dobivaju se dvije tangente, jedna tangenta 
ili nijedna, već prema tome, da li je tačka M i između obje 
grane hiperbole, na hiperboli ili s konkavne strane jedne nje¬ 


zine, grane. 

Rješenje za parabolu. Analiza. Ako se diralištem D, 
(lik 201.) potegne usporednica s osju parabole, siječe ona ravna- 
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Lit 201. 

redni s osju parabole. Dokaz 
b) Usporedno s prav 


licu R, Ii u »Sj; tangenta M V D, 
mora biti simetrala dužine ■ FS l 
(§ 283., c). 

Konstrukcija. Odredimo 
tačke ,Sj i S 2 , u kojima ravna- 
lica RR X siječe kružnicu,, kojoj 
je središte tačka Al v polumjer 
dužina M X F. Simetrale dužina 
FS X i FS., bit će tražene tangente. 

Dirališta i Z> 2 mogu se 
odrediti ne upotrijebivši parabole, 
jer su pravci S 1 D 1 i SJ) 2 uspo- 
i determinacija izlaze iz analize, 
cem p potegni tangente na 





rješava ista zadaća za hiperbolu 


elipsu. 

Rješenje. Jednim ža¬ 
rištem, na pr. žarištem F x (lik 
202 .), potegnimo okomicu na 
zadani pravac^, pa odredimo 
tačke S x i S 2 , u kojima ta oko¬ 
mica siječe kružnicu, kojoj je 
središte drugo žarište (dakle 
F 2 ), a polumjer = 2 u. Sime¬ 
trale dužina F X 8 X i F X S 2 bit 
će tangente t x i t 2 . Pravac 
F 2 8 x siječe tangentu t x u di- 
ralištu D x , a pravac F 2 S 2 tan¬ 
gentu u diralištu Đ 2 . 

Dokaz i determinacija 
izlaze iz konstrukcije. 

Na analogni še način 
i parabolu. 


§ 286. Ploština elipse. Neka su OA = a, OC=b polo¬ 
vine osi zadane elipse (lik 203.), pa nacrtajmo polumjerom OA 
kružnicu, kojoj je 0 središte. Uz^nemo li, da su pravći OA i 
00 apscisna i ordinatna os, tada se orđinata kojegod tačke 
elipse i orđinata one tačke kružnice, koja zajedno s tom 


tačkom elipse pripada istoj apscisi, odnose 
kao b : a. 
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Ako je na pr. OP 2 = x kojagod apscisa, 
onda je 


1 p t i> a p 3 p , a -v 


221 ’ Lik 203. 

a po tome dobivamo P 2 A1 2 : P 2 N 2 = b : a. 

Da odredimo ploštinu eliptičnoga kvadranta OAC, podije¬ 
limo OA na n jednakih dijelova, pa djelištima potegnimo oko¬ 
mice na OA. Tada su eliptični kvadrant OAC i kružni kvadrant 
OAE rastavljeni na n pruga. Oko svake od tih pruga opišimo 
pravokutnik s pomoću usporednice s OA, i to: oko pruga elipti¬ 
čnoga kvadranta pravokutnike t\, r 2 , . . . r n , a oko pruga kru¬ 
žnoga kvadranta pravokutnike R v R.,, . . . R n - 

Po prethodnom dobivamo, da je 

r, : R. -=- r., : R, — . . . = r„ : R„ = b : a, 


r x : R x = r 2 : R, = . . . = r„ : R„ — b : a, 
pa otud izlazi 

(s'i — | — —|— ... —| — r,j) : [R x -j- R„ —)—... —(— Rn) = b : a. 

Taj razmjer vrijedi za kakogod velik n. Ako dakle broj 
n neograničeno raste, vrijedit će prethodni razmjer također za 
granice, kojima se neograničeno približuju zbrojevi r x —-j— 
-r n i R x R 2 -|- . . . -|- R n , a budući da su te granice plo- 
štine obaju kvadranata OAC i OAE, dobivamo 

OAC : OAE = b:a. 

Označimo li ploštinu zadane elipse slovom F, tada je dakle 


■ — F : --r- iza 2 = b : a, pa otud izlazi 
4 4 

F = %ab. Riječima: 

Ploština lika, koji je omeđen elipsom, ili kraće: 
ploština elipse jednaka je umnošku polovina nje¬ 
zinih osi s L u d o 1 f o v i m brojem. 
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§ 287. Ploština parabolična se¬ 
gmenta. Neka je OM (lik 204.) luk zadane 


natama 0Q = y, QM — x njegove krajnje 
tačke M. U tu svrhu podijelimo OQ na n je- 


Lik 204. usporednice s apscisnom osju. Tada je lik 

OMQ rastavljen na n pruga, pa oko svake 
od njih opišimo pravokutnik s pomoću usporednice s ordi- 
natnom osju. 

Postavimo li Q ] M l = x v Q 2 M a = x s , . .., pa označimo li slo¬ 
vom S zbroj svih opisanih pravokutnika, tada je 

S (*1 X 2 + • • • 

Budući da koordinate tačaka M v M a ,. . . zadovoljavaju je¬ 
dnadžbu zadane parabole, naime jednadžbu y 2 = $px, mora biti 

(■£)’= ***■■ (ur)- 8 ?**" ■ (ur)*- 3 ?*. 

a po tome je 


■ ii 

n^ J 


N== w (12 + 22 +--- +**)■ 

Zbroj l 2 -)- 2 2 -j- ... -|- n 2 izračunavamo, ako u jednadžbi 
( a + l) 3 = a& + 3n 2 -(- 3a-(- 1 stavimo po redu a = 1,2 ,...«, 
pa zbrojimo tih n jednadžbi 5 *"'). Dobiva se 


*) Tim postupkom dobivamo naime 

2» = 1» + 3 . D + 3.1 + i, 
PU « 23 + 3.2* + 3.2 + 1, 


(n l) 3 = n 3 -f- 3 n‘ i ~f- 3n -f- 1. 
Ako se zbroji tih n jednadžbi, izlazi 
(n + l) 3 = 1 + 3 (l 8 + 2 8 + . . . + « 2 ) _|_ e (i + 2 


+ • • • + n ) + n ; 
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Po tome je 

y s ,/« 3 n_\ = y^ , y R i y 3 

2 p« s \ 3 2 6 ) 6_p ■ 4 pn ' 12p« 2 ‘ 

Raste li broj n neograničeno, tada je ploština lika OMQ 
granica zbroja S, pa stoga se dobiva 


jer posljednja dva razlomka imaju za granicu nulu. 
Otud izlazi 

2 

OMQ = ^ , no budući da je y % — 1px ili 


dobivamo 


3 ’ 2 p 


OJP? = -?/ =4- OPili£ ... (L). 

o o 


Stoga je 

OPilT = OPMO — OMQ = X y — ^ = 2 .^ ili 

' O O 

OPlf = A OPJfg . . . (2). 

Riječima: 

Ploština lika OMQ jednaka je trećini, a ploština 
lika OPM j ednaka je d vj ema trećinama pravokutnika 
OPMQ. 


dakle je 


l 3 + 2 3 + . . . +«»= -i- {(* + l) 3 - 1 - 3 w (w + 1 > - - »j ili 

D + 2 3 + . . . + /i 3 “ 
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Konstruktivni zadaci.8°- 

Izračunavanje stranica pravilnih mnogokuta.87. 

Izračunavanje oboda ili periferije kruga ..89. 

v- , v 
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!V. Odsječak, 


Izračunavanje ploština.98._ 102 . 

Ploština mnogokuta. 98. 

Baounski zadaci. 97. 

Ploština kruga i njegovih dijelova.101. 


Stereometrija. 

!, Odsječak. 

Pravci i ravnine u prostoru. 103.—114. 

0 međusobnom položaju pravaca i ravnina uopće.103. 

Usporedan položaj pravaca i ravnina.104. 

Okomit položaj pravca prema ravnini.107, 

Projekcije, daljine, prikloni.109. 

Okomit položaj ravnine prema ravnini.113. 

ii. Odsječak. 

Uglovi .114.—120. 

Hl. Odsječak. 

0 tjelesima uopće .. 120.—142. 

Piramida i krnja piramida. 121 . 

Prizma.128. 

Prizmatoid . 125 . 

Općena svojstva polijedara.126. 

Pravilni polij edri.128. 

Stožac i krnj stožac. 129. 

Valjak .. 182 . 

Kugla. 134 . 

Sukladnost i simetrična jednakost, sličnost i simetrična sličnost 

tjelesa . 1 . 141 . 

IV. Odsječak. 

Izračunavanje oplošja i obujma . 142.—158. 

Izračunavanje oplošja.142 

Izračunavanje obujma. 147. 


Ravna trigonometrija, 

I. Odsječak. 

Ooniometrij a šiljastih kutova. Ej eš avanj e pra¬ 


vokutnih trokuta. 159._165. 

II. Odsječak. 

Općena gonio metri ja.. . . 165.—183. 




Hl. Odsječak. 

Eješavanje koso k’u t n i h trokuta 

IV. Odsječak, 

Primjene trig om otrije . . . . 

Geometrijski zadaci. 

Zadaci iz praktične geometrije. 


Sferna trigonometrija, 

I. Odsječak. 

Sferni trokut . . . 

II. Odsječak. 

Eješavanje sfernih trokuta . 

Pravokutni sierni trokuti . 

Kos oku tili sferni trokuti. 


III, Odsječak. 

P r i m j e n e sfetne trigonometrije 


Analitička geometrija ravnine 

I. Odsječak. 

Tačka . 

Osnovni zadaci . . ... 

II. Odsječak, 

Pravac.... 

Jednadžba crte.. 

Jednadžba pravca . 

Zadaci o pravcu... 

III. Odsječak. 

Kružnica . 


IV. Odsječak. 

Elipsa, hiperbola i parabola 

Elipsa. 

Hiperbola. 

Parabola.. • • 


V. Odsječak. 

-Sjekotinestošca uopće . . . ■ 


183.—191. 


191.—197. 
. . 191. 

. . 193. 


198.—202. 


203.—219. 
. . 203. 
. . 207. 


219.—225. 


226.-232. 
. . 228. 


232.-248, 
. . 232. 
. . 235. 
. . 240. 


248.-254. 


254.-265. 
. . 254. 

. . 257. 
. . 263. 


265.-284. 























































